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                                        الثانیةالسنة :                                           جامعة دمشق - كلیة العلوم قسم الریاضیات 

                                                                                                         الأولالفصل :                                                               )1بنى جبریة ( المقرر :

  2013/09/22 التاریخ :                                                                      ) 1( المحاضرة :

میم  معلوماتنا عن المجموعات وندرس ما ریدرس المقرر بشكل عام ( نظریة الزمر) ولكن سنبدأ أولاً بت مقدمة :
  نحتاجھ لدراسة الزمر.

  ) للدكتور حمزة إبراھیم الحاكمي1كتاب البنى الجبریة (الكتاب المطلوب : 

  في نھایة كل فقرة وفصل في الكتاب مطلوبة حتى ولو لم تُعطى.  ةالتمارین الموجود ملاحظة ھامة :

  حمزة إبراھیم حاكمي د.دكتور المقرر : 

  المجموعات

وتتعین المجموعة بمعرفة الأشیاء تشترك بخاصة معینة أو تجمعھا صفة مشتركة ,  ھي  جملة أشیاء : المجموعة
 تسمى بعناصر المجموعة. التي تتكون منھا والتي

  

  العلاقات

  (الجداء الدیكارتي) : تعریف

,퐴لتكن  퐵 مجموعات غیر خالیة عندئذٍ نسمي المجموعة    퐴 × 퐵 = {(푎, 푏): 푎 ∈ 퐴 , 푏 ∈ 퐵}  

,퐴 بالجداء الدیكارتي للمجموعتین 퐵  

  (العلاقة) : تعریف

,퐴لتكن  퐵  الجداء الدیكارتي یر خالیة عندئذٍ نسمي كل مجموعة جزئیة من مجموعات غ퐴 × 퐵   

  퐵إلى   퐴علاقة من 

   مثال بسیط للتوضیح :

퐴 = {푎, 푏}        퐵 = {푐, 푑, 푒}                                      퐴                             퐵                           

푄 = {(푎, 푐), (푎, 푑)} ⊂ 퐴 × 퐵                                    푎                              푐                               
                                                                                                                         푑                              
                                                                                          푏                            푒                               
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  العلاقات الثنائیة

푃مجموعة غیر خالیة نسمي كل مجموعة جزئیة من الجداء الدیكارتي  푃لتكن  : تعریف × 푃  علاقة ثنائیة
   푃على

  휌نرمز عادة لھذه العلاقة بالرمز  -
,푎) وكان 푃قة على المجموعة علا 휌إذا كانت  - 푏) ∈ 휌  فعندئذ نقول أن العنصرb   یرتبط بالعنصرa 

  휌وفق العلاقة 
,푎∀أي أنھ  푎휌푏ونكتب  푏 ∈ 푃 فإن  

(푎, 푏) ∈ 휌 ⟺ 푎휌푏   

  : تعاریف

   푃علاقة معرفة على  휌مجموعة غیر خالیة و  푃لتكن 

 : الشرط أنھا انعكاسیة إذا تحقق 휌نقول عن العلاقة  -1
∀푎 ∈ 푃 , (푎, 푎) ∈ 휌   

 إذا تحقق الشرط : تناظریة أنھا 휌نقول عن العلاقة  -2
∀푎, 푏 ∈ 푃 , (푎, 푏) ∈ 휌 ⟹ (푏, 푎) ∈ 휌  

 أنھا تخالفیھ إذا تحقق الشرط : 휌نقول عن العلاقة  -3
 

∀푎, 푏 ∈ 푃 , (푎, 푏) ∈ 휌
                    (푏, 푎) ∈ 휌

⟹ 푎 = 푏   

  
  أو بمعنى أخر

∀푎, 푏 ∈ 푃 ∶ 푎휌푏 ∧ 푏휌푎 ⟹ 푎 = 푏   
 

 أنھا متعدیة إذا تحقق الشرط : 휌العلاقة  نقول عن -4
 

∀푎, 푏, 푐 ∈ 푃 , (푎, 푏) ∈ 휌
                        (푏, 푐) ∈ 휌

⟹ (푎, 푐) ∈ 휌   

  
  أو بمعنى أخر

∀푎, 푏, 푐 ∈ 푃 ∶ 푎휌푏 ∧ 푏휌푐 ⟹ 푎휌푐   
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  مثال :

푃                                                                                        لتكن = {1,2,3,4,5}  
휌 = {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (5,3), (3,2), (2,3)}   

  ن :نقول إعندئذٍ 

휌 انعكاسیة   

휌 (5,3)  تناظریة لأن  لیست ∈ 휌 (3,5) ولكن ∉ 휌 

휌  لأن تخالفیھلیست                
(3,2) ∈ 휌
(2,3) ∈ 휌

2 ≠ 3  

휌 (5,3)لأن            لیست متعدیة ∈ 휌 , (3,2) ∈ 휌   (5,2)ولكن ∉ 휌     

  

  تعریف :

أنھا علاقة تكافؤ إذا كانت انعكاسیة وتناظریة  휌نقول عن العلاقة  푃علاقة معرفة على المجموعة  휌لتكن 
  .ومتعدیة

  تعریف :

푎ولیكن  푃 علاقة تكافؤ معرفة على المجموعة 휌لتكن  ∈ 푃  

  عندئذٍ نسمي المجموعة 

푎 = {푥: 푥 ∈ 푃, 푎휌푥} ≠ ∅   

  푎بصف تكافؤ العنصر 

  휌 وفق العلاقة aوالتي تكون مرتبطة مع  Pالعناصر التي تنتمي إلى من تمثل مجموعة   푎 حیث أن

 푎بـ ممثل  푎نسمي  -

  كما نسمي المجموعة

푃 휌⁄ = {푎: 푎 ∈ 푃}   

  بمجموعة الخارج

푃حیث أن   휌⁄  تمثل مجموعة صفوف التكافؤ  
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  (تبین العلاقة بین صفوف التكافؤ) : تمھیدیة

,푎ولتكن  푃علاقة تكافؤ معرفة على المجموعة  휌لتكن  푏 ∈ 푃 : ٍعندئذ  

푎 ∈ 푏 ⟺ 푎 = 푏   

                            )التكافؤ یتساویان إذا وفقط إذا احتوى أحدھما مُمثل صف تكافؤ العنصر الأخر (أي أن صفا

  : البرھان

푎(نفرض لزوم الشرط :  = 푏  ونبرھن أن  푎 ∈ 푏(  

푎لنفرض أن                   = 푏  ٍعندئذ푎 ∈ 푎 = 푏  

  

푎(نفرض كفایة الشرط :  ∈ 푏  ونبرھن أن푎 = 푏(   

푥لیكن                ∈ 푏    عندئذٍ  یكون푏휌푥                    

푎لأن   푏휌푎ولدینا                                        ∈ 푏  

  푎휌푏تناظریة ومنھ   휌ولكن العلاقة  

푎휌푏   أصبح لدینا                              
푏휌푥  ومنھ푎휌푥  لأن العلاقة휌 متعدیة  

푥وبالتالي یكون  ∈ 푎  

                푏 ⊆ 푎  

  

푦لتكن   ∈ 푎  عندئذٍ یكون  푎휌푦  

푎لأن  푏휌푎ولدینا                           ∈ 푏  

푏휌푎أصبح لدینا                               
푎휌푦  ومنھ푏휌푦  العلاقة لأن휌 متعدیة  

푦وبالتالي یكون    ∈ 푏  

                푎 ⊆ 푏   

푎مما سبق نجد أن                               = 푏  
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  : تعریف

    푃سرة من المجموعات الجزئیة فيأ ∑مجموعة غیر خالیة و  푃لتكن 

  إذا حققت الشروط :푃 أنھا تشكل تجزئة للمجموعة  ∑نقول عن الأسرة 

1-                                                                             ∀ 퐴 ∈ Σ , 퐴 ≠ ∅   

2- ∀ 퐴, 퐵 ∈ Σ             إما  퐴 ∩ 퐵 = ∅
퐴   أو  = 퐵       

                                                                     

3-                                                                                    푃 = ⋃
∈∑

퐵      

 
                                                                                                                                         

  
  )푃تبین لنا كیفیة الحصول على تجزئة من خلال علاقة التكافؤ ( : تمھیدیة

푃 فإن المجموعة 푃علاقة تكافؤ معرفة على المجموعة   휌لتكن  휌⁄   . 푃تشكل تجزئة للمجموعة    
  : البرھان

푎لتكن  )1 ∈ 푃 휌⁄   حیث푎 ∈ 푃 
푎بما أن                                    ∈ 푎  فإن푎 ≠ ∅  

  
,푎لیكن  )2 푏 ∈ 푃 휌⁄  حیث푎, 푏 ∈ 푃  

푎      فإذا كان                                  ∩ 푏 =   تم المطلوب ∅
푎ولنفرض أن   ∩ 푏 ≠ ∅   

푑 یوجد  فعندئذٍ                               ∈ 푎 ⟹ 푑̅ = 푎
푑 ∈ 푏 ⟹ 푑̅ = 푏

⟹ 푎 = 푏  

  
 (نعلم أن كل مجموعة یمكن كتابتھا على شكل مجموعاتھا الجزئیة وحیدة العنصر) )3

푃 =  ⋃
∈

{푎} ⊆  ⋃
∈

푎 ⊆ 푃  

                              
푃  ومنھ =  ⋃

∈
푎  

  푃تشكل تجزئة للمجموعة  مما سبق نجد أن المجموعة 
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  (تبین العلاقة بین التجزئة وعلاقة التكافؤ) : مبرھنة

   푃تجزئة للمجموعة   ∑لتكن 

  :المعرفة بالشكل  휌فإن العلاقة 

∀ 푎, 푏 ∈ 푃 , 푎 휌푏 ⟺ ∃퐵 ∈ 훴 ∶ 푎, 푏 ∈ 퐵  

  푃ھي علاقة تكافؤ على المجموعة 

  : الإثبات

푎لیكن  ∈ 푃  ٍعندئذ  푎 ∈ ⋃
∈∑

퐴   

퐵ومنھ یوجد  ∈ Σ  بحیث푎, 푎 ∈ 퐵 
  انعكاسیة 휌ومنھ                     푎휌푎وبالتالي یكون 

   
,푎لیكن      푏 ∈ 푃 ث حیب푎휌푏  حسب التعریف فإنھ یوجد  و퐷 ∈ Σ  بحیث푎, 푏 ∈ 퐷  
,푏وأن      푎 ∈ 퐷  

                푏휌푎                             ومنھ휌  تناظریة  
,푎لیكن     푏, 푐 ∈ 푃  بحیث푎휌푏  ,푏휌푐  
퐾فإنھ یوجد    푎휌푏  بما أن   ∈ Σ                  بحیث푎, 푏 ∈ 퐾  

                               퐻 ∈ Σ                         푏, 푐 ∈ 퐻  
푏ومنھ    ∈ 퐾 ∩ 퐻  تجزئة نجد ∑وبما أن  

                                         퐾 = 퐻         ومنھ푎, 푐 ∈ 퐾  
  متعدیة 휌ومنھ     푎휌푐 وبالتالي  

  علاقة تكافؤ 휌 ومما سبق تكون
  
  
  

    ... انتھت المحاضرة ...


