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  بدایة سوف نكمل فكرة كنا قد توقفنا في المحاضرة الفائتة عندھا 

  التالي : وھي التعریف 

  یقال عن التكامل المحدد :

න .(ݔ)݂ ݔ݀
ାஶ

௔

 

ܽحیث :  ∈ ℝ , (ܽ) عدد .. أنھ نوع من أنواع التكاملات المعتلة  

  وإذا كانت النھایة 

ܫ = න .(ݔ)݂ ݔ݀
ାஶ

௔

= 	 ݈݅݉
௕→ஶ

න݂(ݔ). ݔ݀
௕

௔

=	 ௔ାஶ[(ݔ)ܨ] = (∞+)ܨ −  (ܽ)ܨ

  موجودة ومحدودة فیقال عن ھذا التكامل أنھ متقارب وقیمتھ ھي قیمة ھذه النھایة .

(∞+)ܨحیث :  =	 ݈݅݉
௫→ାஶ

  (ݔ)ܨ		

  وفي الحالة المعاكسة یقال عن ھذا التكامل أنھ متباعد ..

  

  : ان للتكامل المعتل لا بد من ذكرھما شكلان آخروالآن ثمة 

  : لدینا التكامل المعتل من الشكل : أولاً

ܫ = න .(ݔ)݂ ݔ݀
௕

ିஶ

=	 ݈݅݉
௔→ିஶ

න݂(ݔ). ݔ݀
௕

௔

= ஶ௕ି[(ݔ)ܨ] = (ܾ)ܨ −  (∞−)ܨ

(∞−)ܨحیث :  =	 ݈݅݉
௫→ିஶ

  (ݔ)ܨ		

موجودة ومحدودة وقیمتھ ھي  وكما في الحالة السابقة : یقال عن التكامل المعتل أنھ متقارب  إذا كانت النھایة
  قیمة ھذه النھایة  وفي الحالة المعاكسة یقال عنھ متباعد ..
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  ثانیاً : لدینا التكامل التالي :

ܫ = න .(ݔ)݂ ݔ݀
ାஶ

ିஶ

= 	 න݂(ݔ). ݔ݀
௔

ିஶ

+ න .(ݔ)݂ ݔ݀
ାஶ

௔

 

ܽ)	عدد	حیث :  ∈ ܴ)	  

  : ـ یقال عن التكامل المعتل السابق

න .(ݔ)݂ ݔ݀
ାஶ

ିஶ

 

  كان التكاملان المعتلان :أنھ  متقارب إذا وفقط إذا 

න݂(ݔ). ݔ݀
௔

ିஶ

					&						 න .(ݔ)݂ ݔ݀
ାஶ

௔

 

  متقاربان ,, وقیمتھ مساویة لمجموع قیمتي ھذین التكاملین المعتلین .

  ـ و یقال عن التكامل المعتل  :

න .(ݔ)݂ ݔ݀
ାஶ

ିஶ

 

 أنھ متباعد إذا وفقط إذا كان واحد على الأقل من التكاملان المعتلان :

න݂(ݔ). ݔ݀
௔

ିஶ

					&						 න .(ݔ)݂ ݔ݀
ାஶ

௔

 

  تكاملاً متباعداً ..

  ملاحظة :

)a(  ھو أي عدد منℝ  : ولكن یفضل أخذه مساویاً للصفر أي  

ܫ = න .(ݔ)݂ ݔ݀
ାஶ

ିஶ

= 	 න݂(ݔ). ݔ݀
଴

ିஶ

+ න .(ݔ)݂ ݔ݀
ାஶ

଴

 

  



 )4المحاضرة (
  

   

      www.syriamath.netسیریا ماث                                                                                          الموقع الإلكتروني: 
         3 

  نتیجة :

 << كل تكامل معتل ھو إما متقارب أو متباعد أي وبمعنى آخر لا یوجد تكامل معتل لا یمكن تحدید ما إذا كان
  متقارباً أو متباعداً كما في السلاسل عندما كان یفشل المعیار في التحدید >>

  

  أمــثــلــة :

  ادرس التكاملات المعتلة التالیة :

න ௗ௫
௫

ାஶ

ଵ

 

  الحل :

න
ݔ݀
ݔ

ାஶ

ଵ

= [ln(ݔ)]ଵାஶ = ln(+∞) − ln(1) = +∞− 0 = +∞ 

  ومنھ : قیمة التكامل موجودة لكنھا غیر محدودة وبالتالي نجد أن التكامل متباعد .

  

න
ݔ݀
ହݔ

ାஶ

ଵ

 

  الحل : 

න
ݔ݀
ହݔ

ାஶ

ଵ

= ቈ
ସିݔ

−4
቉
ଵ

ାஶ

= −
1
4
൤
1
ସݔ
൨
ଵ

ାஶ

= −
1
4
[0 − 1] =

1
4
	

ଵ ومنھ : قیمة التكامل موجودة ومحدودة وبالتالي التكامل متقارب وقیمتھ تساوي 
ସ

 

    

න
ݔ݀

.ݔ ݔ݈݊

ାஶ

ଶ
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  الحل :

න
ݔ݀

.ݔ ݔ݈݊

ାஶ

ଶ

= න
1
ݔ
ݔ݈݊

ାஶ

ଶ

	 . ݔ݀ = [ln|݈݊ݔ|]ଶାஶ = [ln(݈݊ݔ)]ଶାஶ 

= ݈݊[(ln	(+∞) + ln(2)] 		= +∞						 

  لكنھا غیر محدودة وبالتالي التكامل متباعد .  ومنھ : قیمة التكامل موجودة         

  [0,1[الب فقط عندما یكون ضمن المجال اللوغاریتم ھنا موجب لأنھ یكون اللوغاریتم س ملاحظة : 

  

න
ݔ݀

.ݔ ଶ(ݔ݈݊)

ାஶ

ଷ

 

  الحل : نعتمد طریقة تغییر المتحول فنفرض أن : 

ݔ݈݊ = 	ݐ ⟹
1
ݔ
. ݔ݀ =  ݐ݀

ݔ	 وبالتالي :  = 3	 ⟹ ݐ = ݔ   ,   	3݈݊ = ∞⟹ ݐ = ݈݊	∞ = ∞   

⟹ න
ݐ݀
ଶݐ

ାஶ

௟௡ଷ

= ቈ
ଵିݐ

−1
቉
௟௡ଷ

ାஶ

= ൤−
1
ݐ
	൨
௟௡ଷ

ାஶ

= ൤−0 +
1
݈݊3

	൨ =
1
݈݊3

 

ଵومنھ : قیمة التكامل موجودة ومحدودة وبالتالي التكامل متقارب وقیمتھ تساوي 
௟௡ଷ

  

  

න
ݔ݀

9 + ଶݔ

ାஶ

଴

 

  الحل :

  القانون التالي :سوف نعتمد في الحل على 

ᇱ(ݑ	݃ݐ	ܿݎܽ) =
ᇱݑ

1 + ଶݑ
 

  إذاً الحل :
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න
ݔ݀

9 + ଶݔ

ାஶ

଴

=
1
9න

ݔ݀

1 + ቀ3ݔቁ
ଶ

ାஶ

଴

=
1
3න

1
3 . ݔ݀

1 + ቀ3ݔቁ
ଶ

ାஶ

଴

=
1
3 ቂܽܿݎ	݃ݐ	

ݔ
3ቃ଴

ஶ

=
1
3
∞	݃ݐ	ܿݎܽ] − [0	݃ݐ	ܿݎܽ = 	

1
3
ቂ
ߨ
2
− 0ቃ =

ߨ
6

 

  

గوبالتالي التكامل متقارب وقیمتھ تساوي ومنھ : قیمة التكامل موجودة ومحدودة 
଺

   

   

  تنویھ :

  لقد ركزنا اھتمامنا في التمارین السابقة على التكامل المعتل من الشكل :

න .(ݔ)݂ ݔ݀
ஶ

عدد

 

  لیخدم ذلك المتسلسلات التي سندرسھا والتي لھا الشكل :

෍ ܽ௡

ஶ

௡ୀعدد

 

  اختبار كوشي التكاملي :

  لتكن لدینا المتسلسلة 

෍ܽ௡

ஶ

௡ୀଵ

 

௡ܽبحیث یكون :  ≥   بحیث یحقق ما یلي : (ݔ)݂مثل ,, ولنفرض وجود تابع  (݊∀)	0

,1]معرف ومستمر ومتناقص على المجال :  (ݔ)݂ـ  )1 +∞[  
(݊)݂ـ  )2 = ܽ௡	(∀݊)  

  عندئذٍ :

∫	 				⇔			تكون متقاربة  ௡ܽ∑ـ  )1 .(ݔ)݂ ାஶݔ݀
ଵ . متقارب 

∫   		⇔تكون متباعدة   ௡ܽ∑ـ  )2 .(ݔ)݂ ାஶ		ݔ݀
ଵ . متباعد  
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  ملاحظة :

  مشتقھ الأول قیمتھ سالبة .لإثبات أن التابع متناقص یكفي اكتشاف أن 

  

  : تطبیق

  التالیة : المتسلسلة ادرس 

෍
−1

݊. ln	(݊)

ஶ

௡ୀଶ

 

  الحل :  لناخذ المتسلسلة التالیة :

෍
1

݊. ln	(݊)

ஶ

௡ୀଶ

 

ଵفنجد أن : 
௡.୪୬	(௡)

> 0	(	∀݊)  

(ݔ)݂ثم لناخذ التابع :  = ଵ
௫.୪୬	(௫)

,2]فنجد أنھ مستمر على المجال   	 +∞[  

  تابع متناقص بملاحظة أن مشتقھ الأول :  (ݔ)݂كما أن التابع : 

   	݂ᇱ(ݔ) = ି(௟௡(௫)ାଵ)
(௫.୪୬	(௫))మ

	< 0	, ݔ∀ ∈ [2,   وبالتالي متناقص بالفعل .  ]∞+

  لناخذ الكامل المعتل :ثم 

න .(ݔ)݂ ݔ݀
ାஶ

ଶ

= 	න
ݔ݀

.ݔ ݔ݈݊

ାஶ

ଶ

 

  وھو تكامل متباعد .. وبالتالي :

෍
1

݊. ln	(݊)

ஶ

௡ୀଶ

 

  ..متسلسلة متباعدة حسب معیار كوشي التكاملي 

  ومنھ نجد أن المتسلسلة :
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෍
−1

݊. ln	(݊)

ஶ

௡ୀଶ

 

  متسلسلة متباعدة أیضاً .. وھو الطلوب .

ଵ(( المتسلسلات الریمانیة ذات الشكل :   ملاحظة :
௡ഀ

یمكن استنتاج ما إذا كانت متباعدة أم متقاربة بالإعتماد   
  على اختبار كوشي التكاملي دوماً ))

  

  متسلسلات القوى :

  المختزل :شكلھا 

෍ܽ௡(ݔ − ௡(ߙ
ஶ

௡ୀ଴

 

  مجھول ) ݔعدد و  ߙحیث : ( 

  شكلھا المفصل :

෍ܽ௡(ݔ − ௡(ߙ
ஶ

௡ୀ଴

= ܽ଴ + ܽଵ(ݔ − (ߙ + ܽଶ(ݔ − ଶ(ߙ +⋯+ ܽ௡(ݔ − ௡(ߙ +⋯ 

  بمركز متسلسلة القوى .  αیدعى 

  أمــثــلــة :

 ـ )1

෍2௡ . ௡ݔ
ஶ

௡ୀ଴

= ෍2௡
ஶ

௡ୀ଴

ݔ) − 0)௡ 

  )0وھذه متسلسلة قوى مركزھا العدد (
  

 ـ )2

෍3(ݔ + 1)௡
ஶ

௡ୀଶ

= ෍3[ݔ − (−1)]௡
ஶ

௡ୀଶ

 

  )1- متسلسلة قوى مركزھا العدد (وھذه 
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  ـ )3

෍(ݔ − 7)௡
ஶ

௡ୀଵ

 

  )7وھذه متسلسلة قوى مركزھا العدد (        

  

  ــ  أمثال متسلسلة القوى :

,଴ܽوتدعى القیم :      ܽଵ, … … , ܽ௡, … …  

  . أمثال متسلسلة القوى بـ :

  ــ نصف قطر المقاربة :

  لمتسلسلة القوى المدروسة بالقانون التالي : نصف قطر المقاربةیعطى 

ܴ = lim
௡⟶ஶ

ฬ
ܽ௡
ܽ௡ାଵ

ฬ 

0ومنھ یمكن أن یكون :    ≤ ܴ ≤ +∞  

  ــ مجال التقارب :

  یتطابق مع مركز المتسلسلة :

1. ܴ = یتكون من نقطة واحدة فقط وھي مركز المتسلسلة المدروسة .. فإذا        ܫمجال التقارب  					⟸ 0
ܫفإن مجال التقارب في ھذه الحالة ھو :  αافترضنا أن مركز المتسلسلة ھو  = ,ߙ]  [ߙ

 

2. ܴ = ܫمجال التقارب ھو :  	⇐ ∞+ =] − ∞,+∞[ 
3. 0 < ܴ < ܫمجال التقارب ھو :  	⟸ ∞+ ߙ[= − ܴ, ߙ + ܴ[ 

  
  الأكثر شیوعاً في دراستنا .وتعتبر الحالة الثالثة 

  
  ملاحظة :

الحالة الأولى لم نكتبھ مفتوحاً لاستثنائیة ھذه الحالة ولو كتبناه في <<  مجال التقارب ھو مجال مفتوح و
  >>  ي المجموعة الخالیة مفتوحاً لكانت قیمة ھذه المجال ھ

  
 "انتھت المحاضرة ............................................. " .........................         


