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                                         الثالثةالسنة : جامعة دمشق                                 - كلیة العلوم قسم الریاضیات 

                                                                                                         الأول الفصل :)                                                 1البنى الجبریة (المقرر : 

                                                           )  5( المحاضرة : 

  ℤبعض خواص الأعداد الصحیحة  

,ܽلیكن تعریف :  ܾ ∈ ℤ  ܾبحیث ≠ ܿإذا وجد  ܽإنھ یقسم  ܾنقول عن  0 ∈ ℤ  : ܽبحیث = ܾ ∙ ܿ  

  ناتج القسمة . ܿالمقسوم علیھ ,  ܾبـ المقسوم ,  ܽنسمي 

  . القسمة لیست عملیة وإنما خوارزمیة

  : القسمة خوارزمیة,  مبرھنة

,ܽلیكن  ܾ ∈ ℤ  ܾبحیث > ,ݍعندئذٍ یوجد  0 ݎ ∈ ℤ : بحیث  

ܽ = ݍ ∙ ܾ +    ݎ

0حیث  ≤ ݎ <   حید .  وبشكل ن یتعینا ݎ ,ݍنَّ لك فإذعلى ، زد  		ܾ

  باقي القسمة . ݎناتج القسمة ,  ܿالمقسوم علیھ ,  ܾبـ المقسوم ,  ܽنسمي 

  لمجموعة :النأخذ  ن :اھلبرا

ܵ = {ܽ − ܾ ∙ ݇ ≥ 0	 ∶ 		݇ ∈ ℤ	}   

  نمیز حالتین :

0  ـ 1 ∈ ܵومنھ   ܵ ≠ ݇إذن یوجد  ∅ ∈ ℤ   ܽبحیث = ݇଴   

଴݇في ھذه الحالة نختار  = ݎوَ    ݍ =   ویتم المطلوب .  0

0  ـ 2 ∉ ܵلنبرھن على أن  :    ܵ ≠   ونمیز ثلاث حالات :  ∅

ܽعندما   > ݇: نختار  0 = ܽفیكون   0 − ܾ ∙ ݇ = ܽ > 0   

ܽومنھ  = ݇ ∙ ܾ > ܵأي أنَّ   0 ≠ ∅ .  
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ܽعندما   = ݇نختار   : 0 =  فنجد :  1−

ܽ − ݇ ∙ ܾ = ܾ > 0 ⟹ ܽ − ݇ ∙ ܾ ∈ ܵ ⟹ ܵ ≠ ∅   

ܽعندما   < ݇نختار  : 0 =   فنجد :  2ܽ

ܽ − ݇ ∙ ܾ = ܽ − (2ܽ) ∙ ܾ ⟹ ܽ − ݇ ∙ ܾ > 0 ⟹ ܵ ≠ ∅   

ܵوبما أن  ⊂ ℕ∗  ݎ, وبما أنَّ   ݎعنصر أصغر ولیكن  ܵفیوجد في ∈  فإنَّ : ܵ

ݎ = ܽ − ݍ ∙ ܾ	 ∶ ݍ		 ∈ ℤ   

ݎوأنَّ   > ܽومنھ  :      0 = ݍ ∙ ܾ +   : ݎ

ݎنفرض جدلا أنَّ   >   عندئذٍ   ܾ

ݎ − ܾ > 0 ⟹
௥ୀ௔ି௤∙௕

	ܽ − ݍ ∙ ܾ − ܾ > 0 ⟹ ܽ − ܾ ∙ ݍ) + 1) > 0   

ݎومنھ :                               − ܾ = ܽ − ܾ ∙ ݍ) + 1) ∈ ܵ  

ݎولكن  − ܾ < ݎومنھ لا یمكن أن یكون  ܵعنصر أصغر في  ݎوھذا یناقض كون   ݎ > ܾ  

ݎلنفرض جدلاً أنَّ   = ܾ :  

ܽ − ݍ ∙ ܾ = ܾ ⟹ ܽ − ܾ ∙ ݍ) + 1) = 0   

0وھذا یناقض كون  ∉ ݎ, وبما أنَّ   ܵ ≠ ݎوَ        ܾ ≯ ݎیكون     ܾ < ܾ  

0وبذلك یكون  < ݎ < 0, وبدمج الحالتین معاً نجد أنَّ   ܾ ≤ ݎ < ܾ  .  

,ݍلنبرھن الآن وحدانیة     یكتب بالشكلین :  ܽ:   لنفرض أنَّ العنصر   ݎ

ܽ = ݍ ∙ ܾ + ܽ																				ݎ = ଵݍ ∙ ܾ +    ଵݎ

0 ≤ ݎ < ܾ																				0 ≤ ଵݎ < ܾ  

,ݎومن جھة أخرى كل من     وھذا یبین أنَّ  : ܾوأولى بفرقھما أن یكون أصغر من   ܾأصغر من   ଵݎ
ଵݎ  − ݎ = ଵݎ وبالتالي  0 = ଵݍوینتج عن ذلك   ݎ =  . ݍ
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ܾإن المبرھنة الأخیرة تعتبر صحیحة عندما  : ملاحظة <  ویصبح النص على النحو التالي :  0

,ܽلیكن  ܾ ∈ ℤ  ܾبحیث ≠ ,ݍعندئذٍ یوجد  0 ݎ ∈ ℤ : بحیث  

ܽ = ݍ ∙ ܾ +    ݎ

0حیث  ≤ ݎ <   . حیدوبشكل ن یتعینا ݎ ,ݍنَّ لك فإذعلى ، زد  		|ܾ|

  القاسم المشترك الأعظم :

,ܽلیكن   : تعریف ܾ ≠ ,ܽأعداد صحیحة موجبة , نسمي أكبر عدد صحیح موجب یقسم العددین  0 بالقاسم  ܾ
,ܽالمشترك الأعظم للعددین  ,ܽ)	݀ܿ݃, ونرمز لذلك بـ  ܾ ܾ) .  

,ܽ)݀ܿ݃إذا كان  ܾ) = ,ܽنقول إنَّ العددین  1   . أولیان نسبیاً (فیما بینھما ) ܾ

,ܽلیكن  : مبرھنة ܾ > ,ݏأعداد صحیحة , عندئذٍ یوجد  0 ݐ ∈   تحقق أنَ : ܼ

݃ܿ݀(ܽ, ܾ) = ܽ ∙ ݏ + ܾ ∙    ݐ

,ܽ)	݀ܿ݃بالإضافة لذلك فإنَّ  ܽھو أصغر عدد طبیعي من الشكل  (ܾ ∙ ݏ + ܾ ∙   ݐ

ܵلنأخذ المجموعة :  الإثبات :   = {݊ ∙ ܽ + ݉ ∙ ܾ > 0			݊, ݉ ∈ ℤ	}  

ܵإنَّ  ≠ ܵ, ومنھ  ∅ ⊂ ℕ  ݀تحوي عنصر أصغر ولیكن  ܵأي   

݀ = ݏ ∙ ܽ + ݐ ∙ ܾ		 ∶ ,ݏ ݐ ∈ ℤ 

,ܽوحسب خوارزمیة القسمة لعددین  ,ݍیوجد   ݀ ݎ ∈ ℤ بحیث  

ܽ = ݍ ∙ ݀ + 0							ݎ ≤ ݎ < ݀   

ݎلنفرض جدلا أنَ  ≠ 0عندئذٍ    0 < ݎ < ݀   

ݎ = ܽ − ݍ ∙ ݀ = ܽ − ݍ ∙ ݏ ∙ ܽ − ݍ ∙ ݐ ∙ ܾ   

ݎ = ܽ ∙ (1 − ݍ ∙ (ݏ + ݍ−) ∙ ܾ(ݐ ∈ ܵ   

ݎ, ومنھ الفرض الجدلي خاطئ أي أنَ  ܵعنصر أصغر في  ݀وھا یناقض كون  ݀أصغر من  ݎ = 0 

ܽوبالتالي :   = ݍ ∙ ݀ 

,ܽقاسم مشترك للعددین  ݀ومنھ یكون  _ ܾیقسم  ݀_ وبنفس الطریقة نثبت أنَّ  ܾ  

,ܽقاسم مشترك آخر للعددین  ଴݀لیكن  ,ℎعندئذٍ یوجد  ܾ ݇ ∈ ℤ : بحیث 

ܽ = ݀଴ ∙ ℎ								,								ܾ = ݀଴ ∙ ݇   
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 ومنھ نجد أنَّ :

݀ = ݏ ∙ ܽ + ݐ ∙ ܾ = ݏ ∙ ݀଴ ∙ ℎ + ݐ ∙ ݀଴ ∙ ݇ = ݀଴ ∙ ݏ) ∙ ℎ + ݐ ∙ ݇)   

݀ویالتالي   ≥ ݀଴  ܽالقاسم المشترك الأكبر للعددین  ݀ومنھ یكون, ,ܽ)݀ܿ݃أي :     ܾ ܾ) = ݀  

 تعریف :

݌لیكن  >   {݌±,1±}عدد أولي إذا كانت مجموعة قواسمھ    ݌عدد صحیح , نقول إنَّ  1

,ܽلیكن تمھیدیة إقلیدس :  ܾ ∈ ℤ  ܽیقسم الجداء   ݌عدد أولي إذا كان ݌ولیكن ∙  ܾأو  ܽیقسم  ݌فإن  ܾ

,ܽلیكن  ܾ ∈ ℤ  ܽیقسم الجداء  عدد أولي ݌ولیكن ∙ ݐعندئذٍ یوجد   ܾ ∈ ℤ     :  ܽبحیث ∙ ܾ = ݌ ∙   ݐ

 عندئذٍ : ܽلایقسم  ݌لنفرض أنَّ 

݃ܿ݀(ܽ, (݌ = 1   

,ℎومنھ یوجد    ݇ ∈ ℤ  : بحیث 

1 = ܽ ∙ ℎ + ݌ ∙ ݇   

ܾ = ܽ ∙ ܾ ∙ ℎ + ݌ ∙ ݇ ∙ ܾ = ݌ ∙ ݐ ∙ ℎ + ݌ ∙ ݇ ∙ ܾ = ݌ ∙ ݐ) ∙ ℎ + ݇ ∙ ܾ)   

  

ݎبالشكل :     ݎفي خوارزمیة القسمة سنرمز لباقي القسمة  : ملاحظة = ݀݋݉	ܽ − ܾ  

 

  الزمــــــــــــرة

  مجموعة غیر خالیة , نسمي التطبیق : ܩلتكن تعریف : 

∙∶ ܩ × ܩ
												
ሱ⎯⎯ሮܩ   

(ܽ, ܾ) ⟼ ܽ ∙ ܾ  

 …… " . ، المصفوفات وضرب جمع ، الأعداد وضرب جمع " المثال سبیل على,  ܩعملیة ثنائیة على 
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 . ثنائیة عملیة علیھا معرف ܩ خالیة غیر مجموعة وھي : الزمرة

 ∙∶ ܩ × ܩ
												
ሱ⎯⎯ሮܩ   

(ܽ, ܾ) ⟼ ܽ ∙ ܾ  

 : معاً " والعملیة المجموعة أي " ویحققان

1)	∀	ܽ, ܾ ∈ 			ܩ ∶ ܽ ∙ ܾ ∈   	ܩ

2)	∀	ܽ, ܾ, ܿ ∈ 	ܩ ∶ 		 (ܽ ∙ ܾ) ∙ ܿ = ܽ ∙ (ܾ ∙ 	 تجمیعیة				(ܿ

3)	∃	݁ ∈ ܽ	∀	;		ܩ ∈ 	ܩ ∶ ܽ ∙ ݁ = ݁ ∙ ܽ =    	یدعى	݁	بالمحاید						ܽ

	4)	∀	ܽ ∈ 	ܩ ∶ 	 ∃	ܽିଵ ∈ ;		ܩ ܽ ∙ ܽିଵ = ܽିଵ ∙ ܽ = ݁  

,ܽ	∀ونقول عن الزمرة إنھا تبدیلیة إذا حققت الشرط التالي :     ܾ ∈ 	ܩ ∶ ܽ ∙ ܾ = ܾ ∙ ܽ  

  زمرة . (∙,ܩ)ونسمي الثنائیة 

  

   أمثلة على الزمر :

  تشكل زمرة جمعیة . (+,ℤ)المألوفة  الأعداد جمع لعملیة بالنسبة  ℤ الصحیحة  الأعداد زمرة

  بالنسبة لعملیة الجمع تشكل زمرة تبدیلیة (2)مجموعة المصفوفات المعرفة على الأعداد الصحیحة من المرتبة 

ଶ(ℤ)ܯ = ቄቀܽ ܾ
ܿ ݀ቁ					 ; ܽ, ܾ, ܿ, ݀ ∈ ℤ	ቅ   

 تشكل زمرة جمعیة . (+,ℂ)مجموعة الأعداد المركبة بالنسبة لعملیة جمع الأعداد 

(ℝ∗,∙) . تشكل زمرة ضربیة  

ܣቄالمجموعة :     = ቀܽ ܾ
ܿ ݀ቁ ܣݐ݁݀			 = ܽ݀ − ܾܿ ≠ 0ቅ  بالنسبة لعملیة ضرب المصفوفات تشكل زمرة

.  
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 : یأتي ما بكل تختلف الجمعیة الزمرة أما الضربیة بالزمرة تتعلق السابقة الخصائص إنَّ

 الزمرة الضربیة الزمرة الجمعیة 

 ∙ + العملیة الثنائیة

,1  0 العنصر المحاید ݁  

 ଵିܽهو :  ܽمقلوب  ܽ−هو :  ܽنظير  المقلوب أو النظیر

ܽ التشكیل  + ܾ			,			ܽ − ܾ  ܽ ∙ ܾ			,			ܽ ∙ ܾିଵ  

.݊هو :  ܽمضاعف  المضاعف أو القوة ܽ	; ݊ ∈ ℤ  ܽهي :  ܽقوة௡	; 	݊ ∈ ℤ 

 

ܽزمرة ,  ܩملاحظة : لتكن   ∈ ݊وَ    ܩ ∈ ℤ  : 

ܽ௡ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ܽ ∙ ܽ ∙ … ∙ ܽᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ

(௡)	مرة

																						݊ > 0
݁																																									݊ = 0
ܽିଵ ∙ ܽିଵ ∙ … ∙ ܽିଵᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ

(௡ି)	مرة

									݊ < 0
   

  

݊ ∙ ܽ =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ܽ + ܽ +⋯+ ܽᇩᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇫ

(௡)	مرة

																									݊ > 0
0																																																		݊ = 0
(−ܽ) + (−ܽ)+. . +(−ܽ)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

(௡ି)	مرة

									݊ < 0
   

 

  ...المحاضرة  انتھت  ...

  


