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                                        الثانیةالسنة :                                           جامعة دمشق - كلیة العلوم قسم الریاضیات 

                                                                                                         الأول الفصل :                                                              )1بنى جبریة ( المقرر :

      29/9/2013 التاریخ :                                                                      ) 3( المحاضرة :

 

  علاقة الاحتواء :

∑مجموعة غیر خالیة و ܲلتكن    ܲجماعة من المجموعات الجزئیة في  	

∑علاقة الاحتواء المعرفة على   و تخالفیة ومتعدیة ھي علاقة ترتیب جزئي كونھا انعكاسیة 	

ܣ ⊆ ܤ ቄܣ = ܤ
ܣ ⊂    ܤ

ܣ ⊆ ܤ			,		ܤ ⊆ 	ܣ ⟹ ܣ =    ܤ

ܣ ⊆ ܤ ⊆ 		ܥ ⟹ ܣ	 ⊆    ܥ

ܣلتكن المجموعة    : مثال = {ܽ, ܾ, ܿ, ݀}  

∑ 	 = ൛{ܽ}, {ܽ, ܾ}, {ܿ, ܾ}, {ܽ, ܾ, ܿ}ൟ   

{ܽ}لیس عنصر أصغر لأنَّ   {ܽ} ⊄ {ܿ,   أصغري .عنصر  {ܽ}بینما ,  {ܾ

{ܽ, ܾ,   عنصر أكبر وأعظمي {ܿ

  

  ) : أثبت أنھ في المجموعة المرتبة جزئیاًوظیفة(مثال 

  كل عنصر أصغر ( أكبر ) یكون أصغري ( أعظمي )  ـ1

  العنصر الأصغري ( الأعظمي ) في حال وجوده یكون وحید .  ـ2

 مجموعة مرتبة جزئیاً , الشروط الآتیة متكافئة : (≥,ܲ) لتكنمبرھنة : 

  . (الشرط الأصغري)تحوي عنصر أصغري  ܲكل مجموعة جزئیة وغیر خالیة في   ـ1

  . θتحقق القضیة  ܲقضیة ما وجمیع العناصر الأصغریة في  θلتكن  مبدأ الاستقراء :  ـ2
ܽلیكن  ∈ ݔ إذا كانت جمیع العناصر ܲ ∈ ݔالتي من أجلھا  ܲ < یؤدي إلى العنصر  θوالتي تحقق القضیة  ܽ
  . θتحقق القضیة  ܲعندئذٍ : فإنَّ جمیع عناصر المجموعة  θیحقق القضیة  ܽ
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 من الشكل : ܲكل سلسلة متناقصة من عناصر المجموعة  شرط انقطاع السلاسل المتناقصة :  ـ3
ܽଵ ≥ ܽଶ ≥ ܽଷ ≥ ⋯ ≥ ܽ௡ ≥ ⋯  

ݐ	∀من أجلھ :    ݇دلیل  تنقطع أي یوجد ≥ ݇		; 		ܽ௞ = ܽ௧  

2	) : الإثبات ⟸ 1	)	:  

  إذا كانت  ܯھي  θلنفرض أنَّ مجموعة العناصر التي لا تحقق القضیة 

ܯـ   1 =   یتم المطلوب . ∅

ܯـ  2 ≠ لیس  ܽوإنَّ  θلا یحقق الخاصة  ܽ , العنصر ܽعنصر أصغري ولیكن  ܯدئذٍ یوجد في عن ∅
ݔومنھ أیاً كان  ܲعنصر أصغري في المجموعة  ∈ ݔبحیث  ܲ < ݔإنَّ  ܽ ∉   θتحقق الخاصة  ݔأي إنَّ  ܯ

ܯومنھ لا یمكن أن تكون  θیحقق القضیة  ܽوحسب الفرض فإنَّ العنصر  ≠ ∅  

(	3 ⟸ 2	) :  

  معرفة بالشكل التالي : θ଴قضیة  ܲلنعرف على المجموعة 
ܾسوف نقول عن العنصر  ∈ تبدأ  ܲمن عناصر  إذا كانت أي سلسلة متناقصة θ଴ نھ یحقق الخاصةإ ܲ

   θ଴ضیة تحقق الق ܲصغریة في الأتنقطع فنلاحظ أنَّ العناصر  ܾبالعنصر 

ܾلیكن  ∈ ݔولنفرض أنَّ جمیع العناصر  ܲ ∈ ݔالتي من أجلھا  ܲ <    θ଴تحقق القضیة  ܾ

   ܲلنأخذ السلسلة المتناقصة من عناصر 

ܾ = ܽଵ ≥ ܽଶ ≥ ܽଷ ≥ ⋯		()  

  نمیز حالتین :

  ) تنقطع( المساواة محققة في جمیع حدود السلسلة وفي ھذه الحالة السلسلة  ـ 1

  ولنأخذ السلسلة  ௦ܽلنفرض أنَّ أول حد لا تتحقق عنده المساواة ھو   ـ 2

ܽ௦ ≥ ܽ௦ାଵ ≥ ܽ௦ାଶ ≥ ⋯   

ܾبما أنَّ  > ܽ௦  ܽفحسب الفرض فإنَّ العنصر௦  یحقق القضیةθ଴  ܽومنھ فإنَّ السلسلة௦ ≥ ܽ௦ାଵ تنقطع  

  θ଴تحقق القضیة  ܲحسب الفرض فإنَّ جمیع عناصر المجموعة  تنقطع , )(وبالتالي فإنَّ السلسلة 
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(	1 ⟸   لا تحوي عنصر أصغري  ܣوغیر خالیة , لنفرض جدلاً أنَّ  ܲمجموعة جزئیة في  ܣلتكن  :	(	3

ଵܽعندئذٍ یوجد  ∈ ଶܽلیس أصغري ویوجد  ܣ ∈ ଶܽبحیث  ܲ < ܽଵ  ܽوالعنصرଶ  ܽیوجد و لیس أصغريଷ 
ଵܽ بحیثلیس أصغري  > ܽଶ > ܽଷ…   َّتحوي عنصر أصغري. ܣوھذا یناقض الفرض ومما سبق نجد أن  

  

  .تحوي عنصر أصغر ℕكل مجموعة جزئیة وغیر خالیة في  مبرھنة :

  ℕمجموعة جزئیة وغیر خالیة في  ܤلتكن  الإثبات :

0 إذا كان ∈ ܤأو  ܤ = ℕ   َّویتم المطلوب . ھو الصفر تحوي عنصر أصغر ܤفإن  

0 لنفرض أنَّ ∉ ܤ و أنَّ ܤ ≠ ℕ : لنأخذ المجموعة ,  

ܵ = :ݔ} ݔ ∈ ℕ	; ݔ	 ≤ ܾ; ∀ܾ ∈    {ܤ

Sالمجموعة  ≠ 0لأنَّ  ∅ ∈ ܵ, لنفرض أنَّ  ܵ = ℕ  ܤومنھ یكون ⊆ ܾولیكن  ܵ ∈ ܾعندئذٍ : ܤ + 1 ∈ ܵ 
ܾوحسب التعریف فإنَّ  + 1 ≤ Sوھذا غیر ممكن ومنھ  ܾ ≠ ℕ  ݇عندئذٍ : یوجد ∈ ݇وَ  ܵ + 1 ∉ ܵ   

݇لنبرھن أنَّ   ∈ ݇: نفرض جدلاً أنَّ  ܤ ∉ ݇بما أنَّ  ܤ ∈ ܾ	∀فإنَّ   ܵ ∈ ;		ܤ 		݇ < ܾ  

଴ܾنفرض  ∈ ݇عندئذٍ    ܤ < ܾ଴   ܾوبالتالي଴ = ݉ + ݇  

ܾ଴ = (݉ − 1) + (݇ + 1) ⟹ ܾ଴ ≥ ݇ + 1   

ܾ	∀ومنھ    ∈ ;		ܤ 		݇ + 1 < ݇ومنھ    ܾ + 1 ∈   وھذا غیر ممكن  ܵ

݇خاطئ ویكون ومنھ الفرض الجدلي  ∈ ܾ	∀ویحقق   ܤ ∈ ;		ܤ ݇ ≤ ܾ  

  ܤھو عنصر أصغر في   ݇وھذا یبین أنَّ العنصر 

  

أنَّ كل عنصر أصغر ھو عنصر أصغري في بالاعتماد على المبرھنة السابقة ومع الأخذ بعین الاعتبار  نتیجة :
  المجموعة المرتبة جزئیاً , نستطیع صیاغة النتیجة التالیة :

  حوي عنصر أصغري ( الشرط الأصغري ) .كل مجموعة جزئیة وغیر خالیة في مجموعة الأعداد الطبیعیة ت
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  تعریف :

,ܽمجموعة مرتبة جزئیاً و   (≥,ܲ)لتكن  ܾ ∈ ,ܽنقول عن العنصرین  ܲ   : أنھما متقارنان إذا حققا ܾ

ܽإما  ≤ ܾأو  ܾ ≤ ܽ  

  تعریف :

  نقول عن المجموعة المرتبة جزئیاً إنھا مرتبة كلیاً إذا كان كل عنصرین فیھا متقارنین
0ومن ألأمثلة على ذلك مجموعة الأعداد الطبیعیة   < 1 < 2 < ⋯  

  تعریف :

  ܲمجموعة غیر خالیة وجزئیة في  ܣمجموعة مرتبة جزئیاً و (≥,ܲ)لتكن 
ܽنقول عن العنصر   ∈   إذا حقق الشرط : ܣأنھ حد أعلى للمجموعة  ܲ

ݔ	∀ ∈ ;		ܣ ݔ		 ≤ ܽ  

ܾونقول عن العنصر  ∈   إذا حقق الشرط : ܣأنھ حد أدنى للمجموعة  ܲ

ݔ	∀ ∈ ;		ܣ ݔ		 ≥ ܾ   

  وظیفة :

  قارن بین الحد الأدنى والحد الأعلى والعنصرین الأصغر والأكبر في المجموعة المرتبة جزئیاً .

 تمھیدیة زورن :

  مجموعة مرتبة جزئیاً   (≥,ܲ)لتكن 

  عندئذٍ : غیر خالیة ومرتبة كلیاً تملك حد أدنى ( أعلى ) ܲإذا كانت كل مجموعة جزئیة في 

  واحد على الأقل . عنصر أصغري ( أعظمي ) ܲیوجد في المجموعة  

  ... انتھت المحاضرة...


