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                                        الثانیة السنة :                                          جامعة دمشق - كلیة العلوم قسم الریاضیات 

                                                                                                         الأولالفصل :                                                               )1بنى جبریة ( المقرر :

      30/9/2013التاریخ :                                                                       ) 4(المحاضرة : 

0 < 1 < 2 < ⋯ .< −1 < −2 < ⋯   

  مجموعة الأعداد الصحیحة المرتبة بھذا الشكل تحوي عنصر أصغر (أصغري) 

  قدرة مجموعة

  قدرة المجموعة المنتھیة ھو عدد طبیعي یدل على عدد عناصر المجموعة . تعریف :

  قدرة المجموعة الغیر منتھیة : ھو رمز یدل على كمیة العناصر في ھذه المجموعة 

  ܣ, رئیس (عدد عناصر) المجموعة  ܣ	݀ݎܽܿبالشكل   ܣنرمز لقدرة المجموعة 

  مجموعات , نقول أنَّ : ܤ,ܣلتكن  تعریف :

ܣ	݀ݎܽܿ = 	ܤ	݀ݎܽܿ ⟺ ∃	݂: ܣ
												
ሱ⎯⎯ሮܤ	 ∨ ܤ		

												
ሱ⎯⎯ሮܣ		تقابل   

,ܣونرمز للمجموعات      ܤ~ܣالمتساویات القدرة بالشكلِ  ܤ

  ∑مجموعة من القدرات أثبت أنَّ العلاقة (~) لبمعرفة على القدرات ھي على تكافؤ على  ∑لتكن  وظیفة :

  وعین صفوف تكافؤ ھذه العلاقة ..

  مجموعتین نقول أنَّ : ܤ,ܣلیكن  تعریف :

ܣ	݀ݎܽܿ ≤ ܤ	݀ݎܽܿ ⟺ ∃	݂: ܣ
												
ሱ⎯⎯ሮܤ			متباین   

  وظیفة :
 ∑المعرفة على القدرات ھي علاقة ترتیب جزئي على  (≥)مجموعة من القدرات أثبت أنَّ العلاقة  ∑لتكن 

  برنشتاین ) : -مبرھنة ( كانتور 

,ܣلتكن  :݂مجموعات إذا وجد تطبیق متباین :   ܤ ܣ
												
ሱ⎯⎯ሮܤ:݃و تطبیق متباین آخر   ܤ

												
ሱ⎯⎯ሮܣ  

ܣ	݀ݎܽܿعندئذٍ یكون :      =   ܤ	݀ݎܽܿ

  ترتیب القدرات للمجموعات النتھیة , ترتب في سلسلة من الشكل :

0 < 1 < 2 < 3 < ⋯ < ℕ   

  وتقرأ ألف صفر . ℵ଴نرمز لقدرة مجموعة الأعداد الطبیعیة بالشكل  تعریف :

  وتقرأ ألف . ℵنرمز لھا بالشكل  وقدر ة مجموعة الأعداد الحقیقیة
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  عندئذٍ : ܲمجموعة كل المجموعات الجزئیة من  (ܲ)ܲمجموعة ما و ܲلتكن  مبرھنة :

ܲ	݀ݎܽܿ <   (ܲ)ܲ	݀ݎܽܿ

  : البرھان
ܲـ إذا كانت  1 = ܲ	݀ݎܽܿعندئذٍ :   ∅ = 0 < 1 =  (ܲ)ܲ	݀ݎܽܿ

ܲـ   2 ≠ :݂, لنعرف العلاقة       ∅ ܲ
											
ሱ⎯⎯ሮܲ(ܲ) 

∀	ܽ ∈ ܲ		݂(ܽ) = {ܽ} ∈ ܲ(ܲ)   

  تطبیق متباین "یجب إثبات ذلك" وحسب التعریف  ݂العلاقة 

ܲ	݀ݎܽܿ ≤    (ܲ)ܲ	݀ݎܽܿ

ܲ	݀ݎܽܿ لنفرض جدلاً أنَّ = :݃وحسب التعریف یوجد تقابل :    (ܲ)ܲ	݀ݎܽܿ ܲ
												
ሱ⎯⎯ሮܲ(ܲ)  

ܪلنأخذ المجموعة :     = {ܽ: ܽ ∈ ܲ		, ܽ ∉ ݃(ܽ)}  

ܪوغیر خالیة لأنھ إذا كانت  ܲجزئیة في  ܪإنَّ المجموعة  = Ø : ٍعندئذ  

ܾیوجد  ∈ (ܾ)݃بحیث  ܲ = ܾفإنَّ  ܪومنھ حسب تعریف  ܪ ∈ ݃(ܾ) = ܪ = Ø  غامر) ݃(لأن  

ܪوھذا غیر ممكن إذاً إنَّ  ≠ Ø .  

ܪبما أنَّ   ∈ ݀عندئذٍ یوجد  (ܲ)ܲ ∈ (݀)݃بحیث  ܲ =   ونمیز حالتین :   ܪ

݀ـ  1 ∈ ݀عندئذٍ  ܪ ∉ ݃(݀) =   وھذا غیر ممكن ܪ

݀ـ  2 ∉ ݀عندئذٍ  ܪ ∈ ݃(݀) =   وھذا غیر ممكن ܪ

ܲ	݀ݎܽܿومما سبق نجد أنَّ الفرض  = ܲ	݀ݎܽܿغیر ممكن ومنھ  (ܲ)ܲ	݀ݎܽܿ <   . (ܲ)ܲ	݀ݎܽܿ

  المعرفة على القدرات (≥)مجموعة القدرات للمجموعات ھي مجموعة مرتبة كلیاً بالنسبة لعلاقة  ملاحظة :

ℤ	݀ݎܽܿمثال : أثبت أنَّ     =   ∗ℕ	݀ݎܽܿ

:݂لنعرف العلاقة :      ℤ
												
ሱ⎯⎯ሮℕ∗ : بالشكل التالي  

݂(݊) = ൜2݊ + 1		 ∶ 		݊ ≥ 0
2|݊| 						 ∶ 	݊ < 0   

,݉	∀تطبیق :    ݂إنَّ  ݊ ∈ ℤ ∶ 		݊ = ݉ ⟹ ݂(݊) = ݂(݉)  
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݊لنفرض أنَّ  = ݉,݊عندئذٍ :إما   ݉ ≥   حالة وفي ھذه ال 0

2݊ + 1 = 2݉ + 1 ⟹ ݂(݊) = ݂(݉)   

݉,݊أما إذا كان  <   عندئذٍ :  0

݊ = ݉ ⟹ |݊| = |݉| ⟹ 2|݊|= 2|݉| ⟹ ݂(݊) = ݂(݉)  

݉,݊متباین لأنھ إذا كان  ݂إنَّ  ∈ ℤ  ݂بحیث(݊) = ݊إنَّ  (݉)݂ = ݉  

(݊)݂نفرض أنَّ  = ݉,݊,إذا كان  (݉)݂ ≥ 0 :  

݂(݊) = ݂(݉) ⟹ 2݊ + 1 = 2݉ + 1 ⟹ 2݊ = 2݉ ⟹ ݊ = ݉   

݉,݊إذا كان  <   عندئذٍ :  0

2|݊| = 2|݉| ⟹ −݊ = −݉ ⟹ ݊ = ݉   

݊إذا كان  ≥ 0	,݉ <   عندئذِ : 0

݂(݊) = ݂(݉) ⟹ 2݊ + 1 = −2݉⟹ 2(݊ + ݉) = −1 ⟹ ݊ +݉ = − ଵ
ଶ
∈
??
ℤ   

  متباین . ݂وھذا غیر ممكن ومنھ الحالة الأخیرة لا یمكن أن تكون موجودة , ومما سبق یكون 

݊غامر لأنھ إذا كان    ݂إنَّ التطبیق  ∈ ℕ∗ : نمیز حالتین  

–زوجي عندئذٍ  ݊إذا كان  ݊ ∈ ℤ :  

− ௡
ଶ
∈ ℤ ⟹ ݂ ቀି௡

ଶ
ቁ = 2 ቚି௡

ଶ
ቚ = ଶ௡

ଶ
= ݊   

݊)فردي عندئذٍ  ݊إذا كان  − ௡ିଵزوجي ومنھ  (1
ଶ
∈ ℤ :  

݂ ቀ௡ିଵ
ଶ
ቁ = 2 ቀ௡ିଵ

ଶ
ቁ + 1 = ݊ − 1 + 1 = ݊   

ℤ	݀ݎܽܿ غامر وبالتالي تقابل ومنھ یكون ݂ومما سبق نجد أنَّ التطبیق  =   ∗ℕ	݀ݎܽܿ

ܣ	݀ݎܽܿ إنھا قابلة للعد إذا كانت  ܣنقول عن المجموعة  تعریف : =  ℕ	݀ݎܽܿ

ℕ	݀ݎܽܿأثبت أنَّ      وظیفة : =   ℚ	݀ݎܽܿ
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  تكون قابلة للعد . ∗ℕكل مجموعة جزئیة وغیر منتھیة في المجموعة  : مبرھنة

   الإثبات :

ܣلتكن  ⊂ ℕ  وغیر منتھیة  

  ) تحوي عنصر أصغر	ℕ(نعلم أنَّ كل مجموعة جزئیة في 

  ܣھو العنصر الأصغر في المجموعة  ଵܽلنفرض أنَّ 

  {ଵܽ}\ܣالعنصر الأصغري في المجموعة  ଶܽولنفرض أنَّ 

,ଵܽ}ܣالعنصر الأصغر في المجموعة  ଷܽولنفرض أنَّ  ܽଶ}  

  : ݂لنعرف التطبیق  

݂:ℕ
												
ሱ⎯⎯ሮܣ   

(݊)݂بالشكل التالي :           = ܽ௡  

ܽ௡   ܣھو العنصر الأصغر في المجموعة\{ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௡ିଵ} 

  متباین وغامر وبالتالي یكون تقابل ومنھ : ݂إنَّ التطبیق 

ℕ	݀ݎܽܿ =    ܣ	݀ݎܽܿ

  قابلة للعد . ܣوبالتالي إنَّ المجموعة  

  مجموعة الأعداد الطبیعیة أصغر مجموعة غیر منتھیة قابلة للعد .نتیجة : 

  ضرة...... انتھت المحا

 


