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   : تمھیدیة

  المعرفة بالشكل : ߩ, العلاقة  ܲتجزئة للمجموعة  ∑بفرض 

∀	ܽ, ܾ ∈ ܲ	, 		ܾߩܽ ⟺ ܤ	∃ ∈ ∑ ∶ ܽ, ܾ ∈    ܤ

∑. أي أنَّ   ∑ھي وفقط ھي عناصر التجزئة  ߩھي علاقة تكافؤ , صفوف تكافؤ العلاقة  	 =  ߩ/ܲ

  : البرھان

ܤلتكن  ∈ ܤعندئذٍ :   ∑ ܾ  وجدیي وبالتال ∅≠ ∈ തܾ, ولنبرھن على أنَّ  ܤ =   ܤ

ݔلیكن  ∈ ,ܾ,  ܤ ݔ ∈ ݔ , ܾߩݔ فإنوحسب التعریف  ܤ ∈ തܾ  ܤومنھ ⊆ തܾ	

ݕلیكن  ∈ തܾ  ٍܦومنھ یوجد  ݔߩܾعندئذ ∈ ∑ ,ݕبحیث  	 ܾ ∈ ܾومنھ   ܦ ∈ 	ܤ⋂ܦ

ܦوبالتالي یكون  = ݕأي أنَّ  ܤ ∈ ܦ = തܾومنھ  ܤ ⊆ 	ܤ

ܤومن الاحتوائین  ⊆ തܾ  ,തܾ ⊆ ܤیكون   ܤ = തܾ   ومنھ∑ ⊆ 	ߩ/ܲ

  

തܽولیكن  ∈ ܽعندئذٍ  ߩ/ܲ ∈ ܲوبما أنَّ  ܲ =	 ⋃
஽∈∑

   ܦ

ܦومنھ یوجد  ∈ ܽبحیث  ∑ ∈ തܽولنبرھن على أنَّ   ܦ =    ܦ

ݔلیكن  ∈ ,ܽعندئذٍ  ܦ ݔ ∈ ݔوبالتالي   ݔߩܽومنھ  ܦ ∈ തܽ    ܦومنھ ⊆ തܽ	

ݕلیكن  ∈ തܽ   ٍܪومنھ یوجد  ݕߩܽعندئذ ∈ ,ܽبحیث   ∑ ݕ ∈ ܽومنھ  ܪ ∈ ܪومنھ   ܦ⋂ܪ = 	ܦ

ݕأي   ∈ തܽومنھ   ܦ ⊆ ܦومن الاحتوائین   ܦ ⊆ തܽ  ,തܽ ⊆ തܽیكون    ܦ = ܦ ∈ Σ  ߩ/ܲومنھ ⊆ ∑  

  

∑ومن الاحتوائین  ⊆ ߩ/ܲ,  ߩ/ܲ ⊆ ∑یكون   ∑ 	 =   وھو المطلوب          ߩ/ܲ
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∑لتكن   : مبرھنة 	 , θ  ߩولتكن الغیر الخالیة  ܲتجزئتین للمجموعة
∑
	, ߩ

ఏ
علاقتي التكافؤ الناتجتین عن التجزئتین  

  على الترتیب

∑عندئذٍ :                                               	 = 	θ	 ⟺ ߩ	
∑
ߩ		=

ఏ
	 

   : اللإثبات

  " " لزوم الشرط 

∑لنفرض أنَّ  =   عندئذٍ : ߠ

,ܽ)لیكن  ܾ) ∈ ߩ
∑

,ܽحیث    ܾ ∈   عندئذٍ : ܲ

ߩܽ
∑
ܤومنھ یوجد   ܾ ∈ ,ܽبحیث    ∑ ܾ ∈ ܤوبما أنَّ  ܤ ∈ θ َّوأن ܽ, ܾ ∈ ߩܽ  فإنَّ ܤ

ఏ
ܾ  

,ܽ)ومنھ   ܾ) ∈ ߩ
ఏ

ߩومنھ یكون    
∑
⊆ ߩ

ఏ
  

,ܿ)لیكن  ݀) ∈ ߩ
ఏ

,ܿحیث    ݀ ∈   عندئذٍ : ܲ

ߩܿ
ఏ
ܦومنھ یوجد   ݀ ∈ θ    ܿبحیث, ݀ ∈ ܦوبما أنَّ  ܦ ∈ ,ܿ وأنَّ ∑ ݀ ∈ ߩܿ  فإنَّ ܦ

∑
݀  

,ܿ)ومنھ   ݀) ∈ ߩ
∑

ߩومنھ یكون    
ఏ
⊆ ߩ

∑
  

ߩومن الاحتوائین  
∑
⊆ ߩ

ఏ
ߩ,  

ఏ
⊆ ߩ

∑
ߩیكون   

∑
= ߩ		

ఏ
 .  

  " كفایة الشرط "

ߩلنفرض أنَّ العلاقتین   
∑
= ߩ		

ఏ
   

ߩ/ܲ = ௉       حسب التمھیدیة السابقة فإنَّ :  ∑
ఘ
∑ 	

		= ∑ 	 		= 				θ = ୔
ఘ
ഇ
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مجموعات (علاقات)  ℑ୭و  ܲالتجزئات المعرفة على المجموعة  ℑمجموعة غیر خالیة و  ܲلتكن  : مبرھنة
  عندئذٍ : یوجد تطبیق تقابل  ܲالتكافؤ المعرفة على المجموعة 

݂: ℑ
												
ሱ⎯⎯ሮℑ଴   

  الإثبات :

:݂لنعرف العلاقة  :          ℑ
												
ሱ⎯⎯ሮℑ଴   بالشكل  

∀	∑ 	 ∈ ℑ	 ∶ 		݂(∑ 	) = ߩ
∑ 	
∈ ℑ଴  

∑	∀تطبیق :       ݂ 	 , 	ߠ ∈ ℑ	 ∶ ߠ		 = ∑ 	 	⟹ ߩ
ఏ
= ߩ

∑	
⟹ (ߠ)݂ = ݂(∑)    

  متباین لأنَّ :  ݂التطبیق 

݂(∑ 	) = (ߠ)݂ ⟹ ߩ
∑ 	
= ߩ

ఏ
⟹ ∑ 	 =    ߠ

ߩلتكن   غامر لأنَّ : ݂التطبیق  ∈ ℑ଴  : ٍعندئذ  

	ߩ/ܲ ∈ ℑ ⟹ 	݂ ቀ௉
ఘ
ቁ =    ߩ

  علاقة الترتیب

  إذا كانت : ܲإنھا علاقة ترتیب جزئیة على  ߩ, نقول عن  ܲعلاقة معرفة على المجموعة  ߩلتكن 
  " انعكاسیة , تخالفیة , متعدیة " .  

  (≥)یب  بالشكل    تویُرمّز عادةً لعلاقة التر

ܽ ≤ ܾ ⟺ ܾߩܽ ቄܽ = ܾ
ܽ < ܾ 

  عندئذٍ : ܲعلاقة انعكاسیة ومتعدیة معرفة على  (≥)مجموعة غیر خالیة و  ܲلتكن  : مبرھنة

  المعرفة بالشكل : ߩالعلاقة   ـ1

∀	ܽ, ܾ ∈ ܲ		, ܾߩܽ ⟺ ܽ ≤ ܾ	 ∧ 		ܾ ≤ ܽ   

  )) یُترك إثباتھا وظیفة ((.     ܲھي علاقة تكافؤ على المجموعة 

  بالشكل : ߩ/ܲ	المعرفة على  (≥)العلاقة   ـ2

∀	 തܽ, തܾ ∈ ;ߩ/ܲ 	 തܽ ≤ തܾ 		⟺ ܽ ≤ ܾ   

  . (ߩ/ܲ)ھي علاقة ترتیب معرفة على 
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  ) : 2العلاقة (إثبات 

  معرفة جیداً . ߩ/ܲ" المعرفة على المجموعة  ≥لنبرھن أنَّ العلاقة " 

,തܽلتكن   തܾ , ܿ̅, ݀̅ ∈ തܽبحیث    ߩ/ܲ = തܾ   ,ܿ̅ = ݀̅  

തܽبفرض أنَّ   ≤ തܾولنبرھن أنَّ    ̅ܿ ≤ ݀̅   

തܽبما أنَّ  = തܾ   : ٍܽعندئذ ∈ തܽ = തܾ   ܽفإنَّ  )1( وحسب  ܾߩܽومنھ ≤ ܾ	 ∧ 		ܾ ≤ ܽ  

̅ܿولدینا   = ܿومنھ   ̅݀ ∈ ܿأي   ݀ߩܿأي أنَّ  ̅݀ ≤ ݀	 ∧ 		݀ ≤ ܿ  

തܽبما أنَّ   ≤ ܽفإنَّ    ̅ܿ ≤ ܿ  

ܾوبما أنَّ     ≤ ܽ
ܽ ≤ ܿቅ ⟹ ܾ ≤ ܿ    

ܿولدینا  ≤ ܾومنھ    ݀ ≤ തܾوحسب الفرض نجد   ݀ ≤ ݀̅  

  ))یُترك إثبات أنھا علاقة ترتیب وظیفة ((  معرفة جیداً      ≥ومما سبق نجد أنَّ العلاقة 

  

  : تعریف
"لتكن  ≤   .مجموعة مرتبة جزئیاً (≥,ܲ)نسمي الثنائیة  ܲعلاقة ترتیب معرفة على المجموعة  "	

ܽمجموعة مرتبة جزئیاً , ولیكن  ܲلتكن  تعریف : ∈ ܲ   

ܽنقول عن العنصر  ـ1 ∈   إذا حقق : ܲفي المجموعة  أصغر عنصرأنھ  ܲ

ݔ	∀ ∈ ܲ	 ∶ 		ܽ ≤ 		ݔ

ܽنقول عن العنصر  ـ2 ∈   إذا حقق : ܲفي المجموعة  أصغريإنھ عنصر  ܲ

∀	ܾ ∈ ܲ		, ܾ ≤ ܽ ⟹ ܾ = ܽ   

ܽنقول عن العنصر  ـ3 ∈   إذا حقق : ܲفي المجموعة  أكبرھ عنصر نأ ܲ

ݕ	∀ ∈ ܲ		; ݕ		 ≤ ܽ   

ܽنقول عن العنصر  ـ4  ∈   إذا حقق : ܲفي المجموعة  أعظميإنھ عنصر  ܲ

ݖ	∀ ∈ ܲ		, ܽ ≤ 		ݖ ⟹ ܽ =    ݖ

  ... انتھت المحاضرة...  


