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  تقدير الخطأ المرتكب في حساب الاستيفاء :

  مبرهنة : 

ݕلیكن  = ݊)تابع قابل للاشتقاق  (ݔ)݂ + 1) 
  مرة حیث :

,଴ݔبحیث  ,ଵݔ …		 , ݔ̅نقاط ارتكاز مرتبة تصاعدیاً و لیكن  ௡ݔ 	 ∈ ,଴ݔ]    [௡ݔ
,଴ݔمختلفة عن  ݔ̅حیث  ,ଵݔ …		 ,   ௡ݔ

 

(ݔ)ݓ			 = 	ෑ(ݔ − (௜ݔ
௡

௜ୀ଴

= ݔ) − ݔ)(଴ݔ − …(ଵݔ ݔ) −  (௡ݔ

  
∏(( الرمز  ∑نظیر  	   بالنسبة للضرب أي یقوم بنفس عملھا لكن بالنسبة لعملیة الضرب بدلا من الجمع)) 	

یعطى  (ݔ̅)݂حدودیة الاستیفاء للتابع المعرف بالجدول السابق عندئذٍ الخطأ المرتكب في حساب  (ݔ)௡ܲولتكن 
  بالعلاقة :

|(ݔ̅)݁| ≤ ெ×|௪(௫̅)|
(௡ାଵ)	!

		 ; ܯ	 = maxห݂(௡ାଵ)(ߤ)ห		 ; ଴ݔ	 ≤ ߤ ≤    ௡ݔ

  الإثبات : 

(ݔ̅)݁ن قیمة الخطأ الفعلیة ھي  نعلم أ = (ݔ̅)݂ − ௡ܲ(̅ݔ)   
  نعرف التابع المساعد التالي :

(ݔ)߮ = (ݔ)݂ − ௡ܲ(ݔ) − ௪(௫)(ݔ̅)݁
௪(௫̅)

   

݊)أن التابع ینعدم عند نلاحظ  + ,଴ݔ}نقطة وھي :  (1 ,ଵݔ …		 , ௡ݔ ,   {ݔ̅

	ݔ(( عندما  ∈ 	 ,଴ݔ} ,ଵݔ …		 , (ݔ)݂یكون   {௡ݔ − ௡ܲ(ݔ) = ݓو      0 = (ݔ)߮أي    0 = 0((  

ݔ(( وعندما   = (ݔ̅)݂یكون   ݔ̅ − ௡ܲ(̅ݔ) = ௪(௫)و  (ݔ̅)݁
௪(௫̅)

= (ݔ)߮أي  1 = (ݔ̅)݁ − (ݔ̅)݁ = 0 ((  

  
݊((نص مبرھنة رول : إذا كان التابع ینعدم  +   نعدم في ھذا المجال))ی ݊مرة في مجال فإن مشتقھ من الرتبة  1

   

  ݔ   ଴ݔ   ଵݔ   ⋯  ௡ݔ 

  (ݔ)݂   ଴ݕ   ଵݕ   ⋯   ௡ݕ 
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	ߤ	∃   وحسب مبرھنة رول :  ∈ ,଴ݔ] [௡ݔ ∶ ߮(௡ାଵ)(ߤ) = 0   
݊) (ݔ)	߮نشتق التابع  +   مرة فنجد :  	(1

߮(௡ାଵ)(ݔ) = ݂(௡ାଵ)(ݔ) − (݊ + 1)! × ௘(௫̅)
௪(௫̅)

   

ݔنعوض  =   فنجد :  ߤ

0 = ݂(௡ାଵ)(ݔ) − (݊ + 1)! × ௘(௫̅)
௪(௫̅)

⇒ (ݔ̅)݁ = ௙(೙శభ)(௫)×௪(௫̅)
(௡ାଵ)!

	   

ܯنضع  = maxห݂(௡ାଵ)(ߤ)ห		    حیث	ݔ଴ ≤ ߤ ≤ |(ݔ̅)݁|	    فنجد : ௡ݔ ≤ ெ×|௪(௫̅)|
(௡ାଵ)	!

   

  مثال :

ݕباستخدام طریقة لاغرانج أوجد الحدودیة الملائمة للتابع  = (ݔ)݂ = ଵ
௫

  المعرف عند النقاط   

 2		, 2.5		,   واحسب الخطأ المرتكب   (3)݂ثم احسب بشكل تقریبي     4

  الحل : 

  عند نقاط الارتكاز  (ݔ)݂نوجد قیم 
  فنجد الجدول الآتي :

 ثم نوجد حدودیات لاغرانج :

(ݔ)଴ܮ =
(௫ି௫భ)(௫ି௫మ)
(௫బି௫భ)(௫బି௫మ)

= (௫ିଶ.ହ)(௫ିସ)
(ି଴.ହ)(ିଶ)

= ଶݔ − ݔ6.5 + 10  

(ݔ)ଵܮ = 	
(௫ି௫బ)(௫ି௫మ)
(௫భି௫బ)(௫భି௫మ)

	= 	 (௫ିଶ)(௫ିସ)(଴.ହ)(ିଵ.ହ)
= ିସ

ଷ
ଶݔ) − ݔ6 + 8)  

(ݔ)ଶܮ =
(௫ିଶ)(௫ିଶ.ହ)

(ଶ)(ଵ.ହ)
= ଵ

ଷ
ଶݔ) − ݔ4.5 + 5)  

 ଶܲ(ݔ) 	=
ଵ
ଶ
ଶݔ − ଵଷ

ସ
ݔ + 5 − ଼

ଵହ
ଶݔ + ଵ଺

ହ
ݔ − ଺ସ

ଵହ
+ ଵ

ଵଶ
ଶݔ − ସ.ହ

ଵଶ
ݔ + ହ

ଵଶ
 

ଶܲ(ݔ) 	= ଶݔ0.05 − ݔ0.425 + 1.15  

⇒ ݂(3) ≈ ଶܲ(3) = 0.325 

  نضع  لحساب الخطأ المرتكب

݂ᇱ(ݔ) = ିଵ
௫మ
(ݔ)ᇱᇱ݂			و		 = ଶ

௫య
(ݔ)ᇱᇱᇱ݂			و		 = ି଺

௫ర
   

ܯ = max|݂ᇱᇱᇱ(ߤ)| ∶ 2 ≤ ߤ ≤ 4  

 = ଺
(ଶ)ర

= ଺
ଵ଺
= ଷ

଼
= 0.375  

  ݔ    2  2.5    4

  (ݔ)݂   0.5   0.4   0.25 

 (ݔ)݂ 

 ଶܲ(ݔ) 
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(3)ݓ   = (3 − 2)(3 − 2.5)(3 − 4) = −0.5 ⇒ |(3)ݓ| = 0.5	 

 ⇒ |݁(3)| ≤ (଴.ଷ଻ହ)(଴.ହ)
ଷ×ଶ×ଵ

= 0.03125 > ݁(3) = | ଶܲ(3) − ݂(3)| = 0.0083 

  مثال :

ݕباستخدام طریقة لاغرانج أوجد الحدودیة الملائمة للتابع  = (ݔ)݂ = cos   المعرف عند النقاط   ݔ

 0		, 0.1		,   واحسب الخطأ المرتكب   (0.05)݂ثم احسب بشكل تقریبي     0.2

  الحل : 

  عند نقاط الارتكاز  (ݔ)݂نوجد قیم 
  الآتي :فنجد الجدول 

 ثم نوجد حدودیات لاغرانج :

(ݔ)଴ܮ =
(௫ି௫భ)(௫ି௫మ)
(௫బି௫భ)(௫బି௫మ)

= (௫ି଴.ଵ)(௫ି଴.ଶ)
(ି଴.ଵ)(ି଴.ଶ)

= ௫మି଴.ଷ௫ା଴.଴ଶ
଴.଴ଶ

  

(ݔ)ଵܮ = 	
(௫ି௫బ)(௫ି௫మ)
(௫భି௫బ)(௫భି௫మ)

	= 	 (௫ି଴)(௫ି଴.ଶ)(଴.ଵ)(ି଴.ଵ)
= ௫మି଴.ଶ௫

ି଴.଴ଵ
  

(ݔ)ଶܮ =
(௫ି଴)(௫ି଴.ଵ)
(଴.ଶ)(଴.ଵ)

= ௫మି଴.ଵ௫
଴.଴ଶ

  

 ଶܲ(ݔ) 	= ଶݔ50 − ݔ15 + 1 − ଶݔ99.5 + ݔ19.9 + ଶݔ49 −  ݔ4.9

ଶܲ(ݔ) 	= ଶݔ0.5− + 1  

⇒ ݂(0.05) ≈ ଶܲ(0.05) = 0.99875 

  : لحساب الخطأ المرتكب نضع 

݂ᇱ(ݔ) = − sin ݔ (ݔ)ᇱᇱ݂			و		 = − cos ݔ (ݔ)ᇱᇱᇱ݂			و		 = sin    ݔ

ܯ = max|݂ᇱᇱᇱ(ߤ)| ∶ 0 ≤ ߤ ≤ 0.2   ⇒ ܯ = sin(0.2) = 0.1986  

(0.05)ݓ   = 0.000375	 ⇒ |݁(3)| ≤ (଴.ଵଽ଼଺)(଴.଴଴଴ଷ଻ହ)
ଷ×ଶ×ଵ

= 0.00001 

  وظيفة : 

ݕأعد المثال السابق من أجل  = (ݔ)݂ = sin ,	0.1}عند  ݔ 0.2	,   sin(0.15)ثم احسب   {	0.3

  بشكل تقریبي و الخطأ المرتكب

... )10انتھت المحاضرة (  … 

  ݔ    0  0.1    0.2

  (ݔ)݂   1   0.998   0.98 


