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  .. αتابع قابل للإشتقاق عدداً لا نھائیاً من المرات بجوار  (ݔ)݂إن 

෍~(ݔ)݂
݂(௡)(ߙ)
݊!

ஶ

௡ୀ଴

ݔ)	 −  ௡(ߙ

  )αبجوار  (ݔ)݂) ھو أن متسلسلة تایلور المذكورة في الطرف الأیمن توافق التابع  ~(وإن المقصود بالرمز ( 

  إلى مساواة = ~ـ إذا تحول الرمز 

  فإننا نحصل على العلاقة التالیة :

(ݔ)݂ = ෍
݂(௡)(ߙ)
݊!

ஶ

௡ୀ଴

ݔ)	 −  ௡(ߙ

  في متسلسلة تایلور . αقد نشر بجوار النقطة  (ݔ)݂وھذا یعني أن التابع 

  

  عض التوابع :الآن سنقوم بنشر ب

(ݔ)݂ـ نشر التابع  )1 = sin  بجوار الصفر . 	ݔ
  

sin ݔ =
ݔ
1!
−
ଷݔ

3!
+
ହݔ

5!
−
଻ݔ

7!
+ ⋯+ (−1)௡

ଶ௡ାଵݔ

(2݊ + 1)!
+ ⋯ 

⟹ sinݔ = ෍(−1)௡
ଶ௡ାଵݔ

(2݊ + 1)!

ஶ

௡ୀ଴

				 ; [	߳	ݔ∀		 − ∞,+∞	[ 

  ملاحظة : 

  ) لأنھ كما نلاحظ المتسلسلة تبداً من الصفر  2n-1) ولم نختر ( 2n+1اخترنا في الحد العام (

αفي المتسلسلة لأن المركز مساوٍ  للصفر ( النشر بجوار الصفر   n=0وإن  = 0 ⟸ . (  
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  ملاحظة :

ـ عندما نرید إیجاد مجال التقارب ونكون أمام متسلسلة لا تحوي كل القیم أي أنھ كما في المتسلسلة السابقة والتي 
  تحتوي فقط على القیم الفردیة ,, 

  عندھا لا یمكن تطبیق القانون :

ܴ = lim
௡→ஶ

ฬ
ܽ௡
ܽ௡ାଵ

ฬ 

  إنما نطبق دستور دلامبیر الأساسي .

  وفي المنشور السابق لو أردنا حساب مجال التقارب فإننا نقوم بتطبیق دستور دلامبیر على النحو التالي :

ܦ = lim
௡→ஶ

ฬ
ܽ௡ାଵ
ܽ௡

ฬ = lim
௡→ஶ

ተ

(−1)௡ାଵ. ଶ௡ାଷݔ
(2݊ + 3)!

(−1)௡ . ଶ௡ାଵݔ
(2݊ + 1)!

ተ = lim
௡→ஶ

ቤ
(−1)௡ାଵ. ଶ௡ାଷݔ

(2݊ + 3)!
×

(2݊ + 1)!
(−1)௡. ଶ௡ାଵݔ

ቤ

= lim
௡→ஶ

ቤ
(−1)௡ . (−1)ଵ × ଶ௡ݔ . ଷݔ × (2݊ + 1)!

(2݊ + 3)(2݊ + 2)(2݊ + 1)! × (−1)௡ × ଶ௡ݔ . ଵቤݔ

= lim
௡→ஶ

ቤ
(−1). ଶݔ

(2݊ + 3)(2݊ + 2)ቤ = lim
௡→ஶ

1
(2݊ + 3)(2݊ + 2) × ଶݔ = 0 × ଶݔ

= 0	< [	߳	(ݔ∀)	;			1 − ∞,+∞	[ 

  

  نتائج :

 ـ لا یتغیر نصف قطر التقارب لمتسلسلة القوى إذا قمنا باشتقاقھا حدّاً فحدّاً . )1
 نصف قطر التقارب لمتسلسلة القوى إذا قمنا بمكاملتھا حدّاً فحدّاً .ـ لا یتغیر  )2

  

ݏ݋ܿوالآن سنعرض مثال على ھذه النتائج باستنتاج منشور  ݊݅ݏ من منشور   	ݔ   ݔ

(ݔ)݂نشر التابع ـ  )2 = cos   بجوار الصفر .  ݔ

sinـ نشتق منشور    فنجد :   ݔ

cos ݔ = 1 −
ଶݔ

2! +
ସݔ

4! ∓ ⋯+ (−1)௡ .
ଶ௡ݔ

(2݊)! +⋯							 ; [	߳	ݔ	∀	 − ∞,+∞	[ 
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cosوھو منشور    كما نلاحظ أن نصف قطر التقارب لم یتغیر .. ݔ

sinـ نكامل منشور     فنجد : ݔ

−cos ݔ + ݇ =
ଶݔ

2!
−
ସݔ

4!
+
଺ݔ

6!
∓ ⋯+ (−1)௡.

ଶ௡ݔ

(2݊)!
+ (−1)௡.

ଶ௡ାଶݔ

(2݊ + 2)!
+⋯			(∗) 

  )0 نعوض بـ ( 

−1 + ݇ = 0 + 0 + 0 + ⋯ 		⟹ −1 + ݇ = 0 ⟹ ݇ = 1 

  في المعادلة  ( * ) kنعوض 

⟹−cos ݔ + 1 =
ଶݔ

2!
−
ସݔ

4!
+⋯ ⟹ −cos ݔ = −1 +

ଶݔ

2!
−
ସݔ

4!
+ ⋯ 

×(ିଵ)
ሳልልሰ	 	 cos ݔ = 1 −

ଶݔ

2! +
ସݔ

4! −
଺ݔ

6! + ⋯						 ; [	߳	ݔ	∀	 − ∞, +∞	[ 

cosوبذلك نكون قد حصلنا بالمكاملة على منشور    ولم یتغیر نصف قطر المقاربة  .  ݔ

  

(ݔ)݂ـ نشر التابع  )3 = ݁௫   بجوار الصفر .  

(ݔ)݂ = ݁௫ 	⟹ ݂(0) = 1 

݂ᇱ(ݔ) = ݁௫ 	⟹ 	݂ᇱ(0) = 1 

݂ᇱᇱ(ݔ) = ݁௫ 	⟹ 	݂ᇱᇱ(0) = 1 

  

  

݂௡(ݔ) = ݁௫ 	⟹ 	݂௡(0) = 1							 

  

  وبالتالي :

݁௫ = 1 +
1
1!
ݔ +

1
2!
ଶݔ +

1
3!
ଷݔ +⋯+

1
݊!
௡ݔ +⋯ 

⟹ ݁௫ = ෍
௡ݔ

݊!

ஶ

௡ୀ଴

						 ; [	߳	ݔ	∀ − ∞,+∞	[ 
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ݔ)  لو عوضنا و =   لوجدنا : (1

⟹ ݁ 	 = 1 +
1
1! +

1
2! +

1
3! + ⋯+

1
݊! + ⋯	⟹ ݁ 	 = ෍

1
݊!

ஶ

௡ୀ଴

			 ; [	߳	ݔ	∀	 − ∞,+∞	[ 

  .)e,, ومجموعھا (  المتسلسلة متقاربة ولھا مجموع إذاً

  

  ملاحظة :

∑~(ݔ)݂في المنشور السابق لم نكتب   لأنھ في التوابع الشھیرة تكون دوماً الشروط محققة فنكتب مباشرة   	
(ݔ)݂ = ∑ 	  .  

  

 : ௫ି݁ومنھ یمكن أن نحسب الآن  منشور 

݁ି௫ = 1 −
ݔ
1!
+
ଶݔ

2!
−
ଷݔ

3!
+ ⋯+ (−1)௡

௡ݔ

݊!
+ [	߳	ݔ∀	;					⋯ − ∞,+∞	[ 

 

(ݔ)݂ـ نشر التابع  )4 = sinh ݔ = ଵ
ଶ
(݁௫ − ݁ି௫) . بجوار الصفر   

௫݁وھو فرق منشوري    أي أنھ :  ௫ି݁ومنشور     

  

݁௫ − ݁ି௫ = 	

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ݁௫ = 1 +

ݔ
1!
+
ଶݔ

2!
+
ଷݔ

3!
+ ⋯+

௡ݔ

݊!
+ ⋯	

	
−
	

	݁ି௫ = 1 −
ݔ
1!
+
ଶݔ

2!
−
ଷݔ

3!
+ ⋯+ (−1)௡

௡ݔ

݊!
+ ⋯	

 

⟹	sinh ݔ =
1
2
(݁௫ − ݁ି௫) =

ݔ
1!
+
ଷݔ

3!
+
ହݔ

5!
+ ⋯+

ଶ௡ାଵݔ

(2݊ + 1)!
+ ⋯			 

	; [	߳	ݔ∀ − ∞,+∞[ 
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(ݔ)݂ـ نشر التابع  )5 = cosh ݔ = ଵ
ଶ
(݁௫ + ݁ି௫) . بجوار الصفر 

  : أنھ أي  ௫ି݁ ومنشور  ௫݁ منشوري مجموع وھو
  

݁௫ + ݁ି௫ =	

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ݁௫ = 1 +

ݔ
1!
+
ଶݔ

2!
+
ଷݔ

3!
+⋯+

௡ݔ

݊!
+⋯	

	
+
	

݁ି௫ = 1 −
ݔ
1! +

ଶݔ

2! −
ଷݔ

3! + ⋯+ (−1)௡
௡ݔ

݊! + ⋯	

 

  

⟹	cosh ݔ =
1
2
(݁௫ + ݁௫) = 1 +

ଶݔ

2!
+
ସݔ

4!
+ ⋯+

ଶ௡ݔ

(2݊)!
+ ⋯			 

; [	߳	ݔ∀ − ∞,+∞	[ 
  
  

(ݔ)݂ـ نشر التابع   )6 = ଵ
ଵି௫

 بجوار الصفر .  

  
  نكتب التابع على شكل متسلسلة مركزھا الصفر ..

1
1 − ݔ

= 1 + ݔ + ଶݔ + ଷݔ + ⋯+ ௡ݔ + ⋯ 

|ݔ|بشرط :  < 1  

[	߳	ݔ	∀أي :  − 1, +1	[  

  

(ݔ)݂ـ نشر التابع   )7 = ଵ
ଵା௫

 بجوار الصفر .  

  
(ݔ)݂إن منشور ھذا التابع ینتج مباشرة من منشور التابع  = ଵ

ଵି௫
  ݔ−بـ  ݔوذلك بتعویض كل  

  أي المنشور لھ الشكل :
1

1 + ݔ
= 1 − ݔ + ଶݔ − ଷݔ +⋯+ (−1)௡. ௡ݔ + ⋯ 

|ݔ|بشرط :  < 1  

[	߳	ݔ	∀أي :  − 1, +1	[  
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(ݔ)݂ـ نشر التابع   )8 = ln(1 +  بجوار الصفر .  (ݔ

  

  لدینا : 

(ݔ)݂ = ln(1 + (ݔ 	⟹ 	݂ᇱ(ݔ) =
1

1 + ݔ
				; [	߳ݔ	∀	 − 1,+1[	 

  ھو : (ݔ)݂وبالتالي منشور مشتق التابع 
  

݂ᇱ(ݔ) = 1 − ݔ + ଶݔ − ଷݔ +⋯+ (−1)௡. ௡ݔ + ⋯ 

  وبالمكاملة نجد :

ln(1 + (ݔ + ݇ = ݔ −
ଶݔ

2
+
ଷݔ

3
−
ସݔ

4
+ ⋯+ (−1)௡.

௡ାଵݔ

݊ + 1
+ ⋯								(∗) 

ݔ)وبتعویض  =   نجد : (∗)في المعادلة   (0
ln(1 + 0) + ݇ = 0 + 0 + 0 +⋯ 			⟹ 0 + ݇ = 0	 ⟹ ݇ = 0 

  
   (∗) في المعادلة  		݇	قیمة نعوض الآن

  

݈݊(1 + (ݔ = ݔ −
ଶݔ

2
+
ଷݔ

3
−
ସݔ

4
+ ⋯+ (−1)௡.

௡ାଵݔ

݊ + 1
+ ⋯			 

[	߳	ݔ	∀ − 1,+1	[ 

  

) ...6انتھت المحاضرة (  … 

  

  

 


