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  نیةالثاالسنة :           جامعة دمشق        –كلیة العلوم قسم الریاضیات 

 الأولالفصل :                  )1( المعادلات التفاضلیةالمقرر :

  4/11/2013التاریخ :                                                                        )8( المحاضرة :

  

 المعادلات التفاضلیة التامة : 

  تعریف : 

    التالیة أنھا تامة  نقول عن المعادلة التفاضلیة

,ݔ)ܯ ݔ݀(ݕ + ,ݔ)ܰ ݕ݀(ݕ = 0	… ۷ 

,ݔ)ܨإذا وجدت دالة على الشكل    تحقق: (ݕ

,ݔ)ܨ	݀ (ݕ = ,ݔ)ܯ ݔ݀(ݕ + ,ݔ)ܰ 	ݕ݀(ݕ …  ࡵࡵ

,ݔ)ܯحیث  ,	(ݕ ,ݔ)ܰ   وبالتالي على أي جزء منھا. ℝن على ین ومستمرتیدالتان معرفت  (ݕ

  نعلم أنّ : 

,ݔ)ܨ	݀ (ݕ =
ܨ߲
ݔ߲

ݔ݀ +
ܨ߲
ݕ߲

	ݕ݀ …  ࡵࡵࡵ

…بالمقارنة بین  … و   ࡵࡵ   نجد :   ࡵࡵࡵ

ܨ߲
ݔ߲ = ,ݔ)ܯ ,		(ݕ

ܨ߲
ݕ߲ = ,ݔ)ܰ  (ݕ

  مشتقات من مراتب علیا   ܯ,ܰلــ وبفرض أن 

	 

		డெ(௫,௬)
డ௬

= డே(௫,௬)
డ௫

⇐ ቐ

డమி
డ௫	డ௬

= డெ(௫,௬)
డ௬

డమி
డ௬	డ௫

= డே(௫,௬)
డ௫

   

  والكافي لتكون المعادلة التفاضلیة تامة الشرط اللازم 

  ویكون حلھا العام من الشكل التالي : 

,ݔ)ܨ (ݕ = ܿ 
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  لة التالیة تامة ثم أوجد حلھا : دبین أن المعا :) 1(مثال 

ݔ݀	ଶݔ + ݕ݀	ଶݕ = 0 

  الحل : 

,ݔ)ܯ (ݕ = ଶݔ ⇒
,ݔ)ܯ	߲ (ݕ

ݕ߲ = 0 

,ݔ)ܰ (ݕ = ଶݕ ⇒
,ݔ)ܰ	߲ (ݕ

ݔ߲ = 0 

  ومنھ فإن المعادلة التفاضلیة تامة وحلھا ھو : 

1
ݔ3

ଷ +
1
3 ݕ

ଷ = ܿ ⇒ ,ݔ)ܨ (ݕ =
1
3
ଷݔ) +  (ଷݕ

  

  لة التالیة تامة ثم أوجد حلھا :دبین أن المعا) : 2مثال (

ݕ݀	ݔ + ݔ݀	ݕ = 0 

  الحل : 

,ݔ)ܯ (ݕ = ݕ ⇒
,ݔ)ܯ	߲ (ݕ

ݕ߲ = 1 

,ݔ)ܰ (ݕ = ݔ ⇒
,ݔ)߲ܰ (ݕ

ݔ߲
= 1 

  ومنھ فإن المعادلة تامة وحلھا ھو : 

ݕ݀	ݔ + ݔ݀	ݕ = 0 

⇒
ݕ݀
ݕ
+
ݔ݀
ݔ
= 0 ⇒ ln|ݔ| + ln|ݕ| = ln|ܿ| ⇒ ݕ		.	ݔ = ܿ ⇒ ,ݔ)ܨ (ݕ =  ݕ		.	ݔ
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  إیجاد الحل العام للمعادلة التامة :

  أن : وجدنا سابقاً 

ܨ߲
ݔ߲

= ,ݔ)ܯ ,		(ݕ
ܨ߲
ݕ߲

= ,ݔ)ܰ  (ݕ

  وھذا الشرط یحقق المعادلة التالیة :  

,ݔ)ܨ (ݕ = න ,ݔ)ܯ ݔ݀(ݕ + (ݕ)߮
௫

௫బ
 

  ھو الصفر.  ݔومشتقھا بالنسبة لـ   ݕدالة تابعة لـ    (ݕ)߮حیث 

   ݕ: نشتق المعادلة السابقة بالنسبة لـ  (ݕ)߮إیجاد 

⇒
ܨ߲
ݕ߲ =

߲
ݕ߲ ቆන ,ݔ)ܯ 	ݔ݀(ݕ

௫

௫బ
ቇ + 	߮ᇱ(ݕ) 

⇒ ,ݔ)ܰ (ݕ = න
,ݔ)ܯ߲ (ݕ

ݕ߲ ݔ݀ + ߮ᇱ(ݕ)
௫

௫బ
 

  ولیكن لدینا :
,ݔ)ܯ߲ (ݕ

ݕ߲
=
,ݔ)߲ܰ (ݕ

ݔ߲
 

									⇒ ,ݔ)ܰ (ݕ = න
,ݔ)߲ܰ (ݕ

ݔ߲
ݔ݀ + ߮ᇱ(ݕ)

௫

௫బ
 

	⇒ ,ݔ)ܰ (ݕ = ,ݔ)ܰ] ௫బ[(ݕ
௫ + ߮ᇱ(ݕ) 

														⇒ ,ݔ)ܰ	 (ݕ = ,ݔ)ܰ (ݕ − ,଴ݔ)ܰ (ݕ + ߮ᇱ(ݕ) 

                                ⇒ ߮ᇱ(ݕ) = ,଴ݔ)ܰ	  (ݕ

																																					⇒ (ݕ)߮ = න ,଴ݔ)ܰ ݕ݀	(ݕ + ܿ
௬

௬బ
 

																									⇒ ,ݔ)ܨ (ݕ = න ,ݔ)ܯ ݔ݀	(ݕ
௫

௫బ
+න ,଴ݔ)ܰ ݕ݀	(ݕ + ܿ

௬

௬బ
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) :1مثال (  

    أوجد الحل العام للمعادلة :

1
ݔ ݕ݀	 −

ݕ
ଶݔ ݔ݀	 = 0 

 ( نتأكد فیما إذا كانت المعادلة تامة ) الحل :

,ݔ)ܯ (ݕ = −
ݕ
ଶݔ

⇒
,ݔ)ܯ (ݕ
	ݕ߲

= −
1
ଶݔ

 

,ݔ)ܰ (ݕ =
1
ݔ ⇒

,ݔ)ܰ (ݕ
ݔ߲ = −

1
 ଶݔ

  ومنھ المعادلة التفاضلیة تامة.

   

,ݔ)ܨ (ݕ = නݔ)ܯ, ݔ݀	(ݕ +  (ݕ)߮

																																	= න−
ݕ
ଶݔ
ݔ݀		 + (ݕ)߮ =

ݕ
ݔ
+  (ݕ)߮

⇒ ,ݔ)ܨ (ݕ =
ݕ
ݔ
+  (ݕ)߮

    	ݕاشتقاق بالنسبة لـ 

⇒
ܨ߲
ݕ߲ =

1
ݔ + ߮ᇱ(ݕ) 

,ݔ)ܰ (ݕ =
1
ݔ =

1
ݔ + ߮ᇱ(ݕ) 

	⇒ ߮ᇱ(ݕ) = 0 ⇒ (ݕ)߮ = ܿ 

                                  		⇒ ,ݔ)ܨ (ݕ = ௬
௫
+ ܿ 
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  حل المعادلة التفاضلیة التالیة : ) : 2مثال (

ଶݔ3) + ݔ݀(ଶݕݔ6 + ݕଶݔ6) + ݕ݀(ଷݕ4 = 0 

  (نتأكد أن المعادلة تامة) 

,ݔ)ܯ (ݕ = ଶݔ3 + ଶݕݔ6 ⇒
,ݔ)ܯ߲ (ݕ
	ݕ߲ =  ݕ		.	ݔ12

,ݔ)ܰ (ݕ = ݕଶݔ6 + ଷݕ4 ⇒
,ݔ)߲ܰ (ݕ

ݔ߲
=  ݕ		.	ݔ12

  ومنھ فالمعادلة تامة 

  ) : 1طریقة (

,ݔ)ܨ (ݕ = නݔ)ܯ, ݔ݀	(ݕ + (ݕ)߮ = න(3ݔଶ + ݔ݀(ଶݕݔ6 +  (ݕ)߮

,ݔ)ܨ (ݕ = ଷݔ + ଶݕଶݔ3 + (ݕ)߮	  

         )  	ݕ( نشتق بالنسبة لـ 

ܨ߲
ݕ߲

= ,ݔ)ܰ (ݕ = 0 + ݕଶݔ6 + ߮ᇱ(ݕ) 

⇒ ݕଶݔ6 + ଷݕ4 = ݕଶݔ6 + ߮ᇱ(ݕ) 

			⇒ ߮ᇱ(ݕ) = ଷݕ4 ⇒ (ݕ)߮ = ସݕ + ܿ 

			⇒ ,ݔ)ܨ (ݕ = ଷݔ + ଶݕଶݔ3 + ସݕ + ܿ 

  ) :2طریقة (

,ݔ)ܨ (ݕ = නܰ(ݔ, ݕ݀	(ݕ + (ݔ)߮ = න(6ݔଶݕ + ݕ݀(ଷݕ4 +  (ݔ)߮

,ݔ)ܨ (ݕ = ଶݕଶݔ3 + ସݕ +  (ݔ)߮	

  ) ݔ( نشتق بالنسبة لـ 

											⇒
ܨ߲
ݔ߲

= ,ݔ)ܯ (ݕ = ଶݕݔ6 + 0 + ߮ᇱ(ݔ) 

⇒ ଶݔ3 + ଶݕݔ6 = ଶݕݔ6 +߮ᇱ(ݔ)	 

		⇒ ߮ᇱ(ݔ) = ଶݔ3 ⇒ (ݔ)߮ = ଷݔ + ܿ 

			⇒ ,ݔ)ܨ (ݕ = ଶݕଶݔ3 + ସݕ + ଷݔ + ܿ 
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   حل المعادلة التفاضلیة التالیة:  : )3مثال (

(3݁ଷ௫ݕ − ݔ݀	(ݔ2 + ݁ଷ௫	݀ݕ = 0 

 الحل :

,ݔ)ܯ (ݕ = 3݁ଷ௫ݕ − ݔ2 ⇒
,ݔ)ܯ߲ (ݕ
	ݕ߲ = 3݁ଷ௫ 

,ݔ)ܰ (ݕ = ݁ଷ௫ ⇒
,ݔ)߲ܰ (ݕ

ݔ߲
= 3݁ଷ௫ 

  فالمعادلة التفاضلیة تامة ومنھ 

  ) : 1طریقة (

,ݔ)ܨ (ݕ = නݔ)ܯ, ݔ݀	(ݕ + (ݕ)߮ = න(3݁ଷ௫ݕ − ݔ݀(ݔ2 +  (ݕ)߮

,ݔ)ܨ (ݕ = ݁ଷ௫ݕ − ଶݔ +  (ݕ)߮

 )  	ݕ( نشتق بالنسبة لـ 

ܨ߲
ݕ߲

= ,ݔ)ܰ (ݕ = ݁ଷ௫ − 0 +  (ݕ)′߮

⇒ ݁ଷ௫ = ݁ଷ௫ + ߮ᇱ(௬) ⇒ ߮ᇱ(ݕ) = 0 ⇒ (ݕ)߮ = ܿ 

⇒ ,ݔ)ܨ (ݕ = ݁ଷ௫ݕ − ଶݔ + ܿ 

	) :2طریقة (

,ݔ)ܨ (ݕ = නܰ(ݔ, ݕ݀	(ݕ + (ݔ)߮ = න݁ଷ௫ ݕ݀	 +  (ݔ)߮

,ݔ)ܨ (ݕ = ݁ଷ௫ݕ +  (ݔ)߮

 ) ݔ( نشتق بالنسبة لـ 

⇒
ܨ߲
ݔ߲ = ,ݔ)ܯ (ݕ = 3݁ଷ௫ݕ + ߮ᇱ(ݔ) 

⇒ 3݁ଷ௫ݕ − ݔ2 = 3݁ଷ௫ݕ + ߮ᇱ(ݔ)				 

⇒ ߮ᇱ(ݔ) = ݔ2− ⇒ (ݔ)߮ = ଶݔ− + ܿ 

⇒ ,ݔ)ܨ (ݕ = ݁ଷ௫ݕ − ଶݔ + ܿ 
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  بین أن المعادلة التالیة تامة ثم أوجد الحال العام لھا :  ) :4مثال (

ݔ݀	ݔ + ݕ݀	ݕ +
ݔ݀	ݕ + ݕ݀	ݔ
ଶݔ + ଶݕ = 0 

  الحل : 

ଷݔ) + ݔ݀(ଶݕݔ + ଶݔݕ) + ݕ݀(ଷݕ + ݔ݀	ݕ + ݕ݀	ݔ = 0 

	⇒ ଷݔ) + ଶݕݔ + ݔ݀(ݕ + ଶݕ) + ଶݔݕ + ݕ݀(ݔ = 0 

⇒ ,ݔ)ܯ (ݕ = ଷݔ + ଶݕݔ + ݕ ⇒
,ݔ)ܯ߲ (ݕ
	ݕ߲

= 0 + ݕݔ2 + 1 

,ݔ)ܰ (ݕ = ଷݕ + ଶݔݕ + ݔ ⇒
,ݔ)߲ܰ (ݕ

ݔ߲
= 0 + ݕݔ2 + 1 

  ومنھ فالمعادلة التفاضلیة تامة 

⇒ ,ݔ)ܨ (ݕ = නݔ)ܯ, ݔ݀(ݕ + (ݕ)߮ = න(ݔଷ + ଶݕݔ + ݔ݀(ݕ +  (ݕ)߮

,ݔ)ܨ (ݕ =
ସݔ

4
+
ଶݔ

2
ଶݕ + ݕ		.	ݔ +  (ݕ)߮

  )  	ݕ( نشتق بالنسبة لـ 

											⇒
ܨ߲
ݕ߲ = ,ݔ)ܰ (ݕ = 0 + ݕ		.ଶݔ + ݔ + ߮ᇱ(ݕ) 

⇒ ଷݕ + ଶݔݕ + ݔ = ݕଶݔ + ݔ + ߮ᇱ(ݕ) 

																																			⇒ ߮ᇱ(ݕ) = ଷݕ ⇒ (ݕ)߮ =
1
4
ସݕ + ܿ 

																																		⇒ ,ݔ)ܨ (ݕ =
1
4
ସݔ +

1
2
ଶݕଶݔ + ݕ		.	ݔ +

1
4
ସݕ + ܿ 

  

 

 ) ...8... انتھت المحاضرة (  

 

  


