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 الثانیةالسنة :                           جامعة دمشق             –كلیة العلوم قسم الریاضیات 

 الأول الفصل :                                                                 )3تحلیل ( المقرر :

    2013/11/3 التاریخ :                                                                   ) 8( المحاضرة :

  

  تمارین : 

 ـ انشر ( بجوار الصفر ) التابع : )1
(ݔ)݂ =  ݔଶ݊݅ݏ

  الحل :
  بملاحظة 

cos ݔ2 = ݔଶݏ݋ܿ − ݔଶ݊݅ݏ = 1 − ݔଶ݊݅ݏ2 = ݔଶݏ݋2ܿ − 1 
  

  نجد أن :

ݔଶ݊݅ݏ = 	
1
2
(1 − cos2ݔ) =

1
2
−
1
2
cos  ݔ2

  ولكن لدینا :

cos ݑ = 1 − ௨మ

ଶ!
+ ௨య

ଷ!
∓⋯+ (−1)௡ ௨మ೙

(ଶ௡)!
[	߳	ݑ	∀	;				⋯+ − ∞,+∞	[ 

ݑ	)	وبالتالي  وبتعویض   =   نحصل على : (	ݔ2

cos ݔ2 = 1 −
2ଶ. ଶݔ

2!
+
2ସ. ସݔ

4!
−
2଺. ଺ݔ

6!
± ⋯+ (−1)௡

2ଶ௡ . ଶ௡ݔ

(2݊)!
+ ⋯	 

[	߳	ݔ∀ −∞, +∞	[ 

  إذاً : 

ݔଶ݊݅ݏ =
1
2
−
1
2
ቈ1 −

2ଶ. ଶݔ

2!
+
2ସ. ସݔ

4!
±⋯+ (−1)௡

2ଶ௡. ଶ௡ݔ

(2݊)!
+ ⋯ ቉ 

  

⟹ ݔଶ݊݅ݏ = +
2. ଶݔ

2! −
2ଷ. ସݔ

4! ± ⋯+ (−1)௡
2ଶ௡ିଵ. ଶ௡ݔ

(2݊)! + ⋯ 

[	߳	ݔ	∀ − ∞,+∞	[ 
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 ) التابع : 3ـ انشر ( بجوار العدد  )2

(ݔ)݂ =
1

1 − ݔ
 

  الحل :

|ݑ|	نجري تحویلات على التابع لیصبح من الشكل :    < 1	 ∶ 					بشرط ଵ
ଵା௨

 

  

⟹
1

1 − ݔ
=

1
1 − ݔ) − 3) − 3

=
1

−2 − ݔ) − 3)
= −

1
2
.

1

1 + ቀݔ − 3
2 ቁ

						 ; ݑ		 =
ݔ − 3
2

 

⟹
1

1− ݔ
= −

1
2
ቈ1 −

ݔ − 3
2

+ ൬
ݔ − 3
2

൰
ଶ

− ൬
ݔ − 3
2

൰
ଷ

±⋯+ (−1)௡ ൬
ݔ − 3
2

൰
௡

+⋯቉ 

	ฬ
ݔ − 3
2

ฬ < 1	 ∶  	بشرط

  ( بحل المتراجحة )أي أن : 

ݔ| − 3|
2

< 1	 ⟺	 ݔ| − 3| < 2	 ⟹	−2 < ݔ − 3 < +2		 ⟹ 1 < ݔ < 5 

  ]1,5[	߳	ݔ	∀ومنھ : 

  

  ملاحظة :

(ݔ)݂ = (ߙ)݂ + ௙ᇲ(ఈ)
ଵ!

ݔ) − (ߙ + ௙ᇲᇲ(ఈ)
ଶ!

ݔ) − ଶ(ߙ +⋯+ ௙೙(ఈ)
௡!

ݔ) − ௡(ߙ + ⋯ 

  

  )تایلور  نشورم (                                              

ఈୀ଴			
ሱ⎯⎯ሮ (ݔ)݂	 = ݂(0) +

݂ᇱ(0)
1!

ݔ +
݂ᇱᇱ(0)
2!

ଶݔ + ⋯+
݂௡(0)
݊!

௡ݔ +⋯ 

  

                                             

  )ماكلوران  نشورم(                                            
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 التابع :ـ انشر ( بجوار الصفر )  )3

(ݔ)݂ =
1

1 +  ݔ

  الحل :

(ݔ)݂														 = (1 + ଵି(ݔ = 1+
−1
1! ݔ +

(−1)(−1 − 1)
2! ଶݔ +

(−1)(−1 − 1)(−1 − 2)
3! ଷݔ +⋯ 

⟹ (ݔ)݂ = 1 − ݔ + ଶݔ − ଷݔ ± ⋯+ (−1)௡ݔ௡ +⋯						; |ݔ|	∀		 < 1 

  

 ـ انشر ( بجوار الصفر ) التابع : )4
(ݔ)݂ = ݁ଶ௫ାଵ 

  الحل :

݁௨ = 1 +
ݑ
1!
+
ଶݑ

2!
+ ⋯+

௡ݑ

݊!
+ ⋯							 ; [	߳	ݑ	∀	 − ∞,+∞	[ 

௨ୀଶ௫
ሳልልሰ ݁ଶ௫ = 1 +

2. ݔ
1!

+
2ଶ. ଶݔ

2!
+ ⋯+

2௡. ௡ݔ

݊!
+⋯ 

أخیراً
ሱሮ (ݔ)݂ = ݁ଶ௫ାଵ = ݁. ݁ଶ௫ = ݁ ൬1 +

2. ݔ
1!

+ ⋯+
2௡. ௡ݔ

݊!
+ ⋯ ൰					; [	߳	ݔ	∀	 − ∞,+∞	[ 

 ـ انشر ( بجوار الصفر ) التابع : )5

(ݔ)݂ =
2

ݔ3 − 5
 

  الحل :

(ݔ)݂ =
2

−5+ ݔ3
=

2
−5

.
1

1 − 3
ݔ5

 

⟹ (ݔ)݂ = 	−
2
5
ቈ1 +

3
5
ݔ + ൬	

3
5
൰ݔ

ଶ

+ ⋯+ ൬	
3
5
൰ݔ

௡

+ ⋯቉ 

ቚଷبشرط : 
ହ
ቚݔ < 1		  

  أي أن : ( بحل المتراجحة ) 

ฬ	
3
5 ฬݔ < 1 ⟺

3
5
|ݔ| < 1⟺ |ݔ| <

5
3 [	߳	ݔ	∀	⟹		 −

5
3	, +

5
3	[ 
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  < التكامل الغمّاوي > 

  تعریف :

  التكامل الغمّاوي ھو التكامل المعتل التالي :

න .௣ିଵݔ ݁ି௫. 					ݔ݀ ∶ ܴ	߳	݌
ାஶ

଴

 

      (݌)Γلھ بالرمز :ویرمز 

⟹ Γ(݌) = න .௣ିଵݔ ݁ି௫ . ݔ݀
ାஶ

଴

 

݌ویكون ھذا التكامل متقارباً عندما :  > 0  

  

  خواص التكامل الغمّاوي 

(1)߁ .1 = 1		 
  

⟸	 البرھان : ݌	 = 1  

Γ(1) = න ݁ି௫ . ݔ݀
ାஶ

଴

= [−݁ି௫]଴ାஶ = ൤−
1
݁௫൨଴

ାஶ

= [−0 + 1] = 1 

  
2. 0 < p	ϵ	R		 ⟹ 	Γ(݌ + 1) = .݌   (݌)߁

  (حسب التعریف)البرھان :  

	Γ(݌ + 1) = න .௣ݔ ݁ି௫ . ݔ݀
ାஶ

଴

 

ݑنكامل بالتجزئة بحیث :      = ௣ݔ 	⟹ ݑ݀ = .݌ .௣ିଵݔ   ݔ݀

ݒ݀																																										  = ݁ି௫. 		ݔ݀ ⟹ ݒ = −݁ି௫ 	 

⟹ Γ(݌ + 1) = .௣ݔ−] ݁ି௫]଴ାஶ + න.݌ .௣ିଵݔ ݁ି௫ . ݔ݀
ାஶ

଴

= − ൤
௣ݔ

݁௫൨଴

ାஶ

+ (݌)߁.݌

= 0 + .݌ (݌)߁ = .݌  (݌)߁
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3. 	݊	߳	ܰ∗ 	⟹ ݊)߁			 + 1) = ݊!		 
  ) 2البرھان : ( حسب الخاصة 

  
	Γ(݊ + 1) = (݊)߁.݊ = ݊. ݊)]߁ − 1) + 1] = ݊. (݊ − 1). ݊)߁ − 1)

= ݊. (݊ − 1). ݊)]߁ − 2) + 1] = ݊. (݊ − 1). (݊ − 2). ݊)߁ − 2) = ⋯
= ݊. (݊ − 1). (݊ − 2)………3.2.1. (1)߁ = ݊! 

  

 < التكامل البیتَّـاوي >

  تعریف : 

  ھو التكامل التابع لوسیطین من الشكل :

Β(݌, (ݍ = නݔ௣ିଵ. (1 − .௤ିଵ(ݔ ݔ݀
ଵ

଴

 

݌ویكون التكامل البیتَّـاوي متقارباً إذا كان :  > ݍ			&			0 > 0  

  

  خواص التكامل البیتَّـاوي :

1. Β(݌, (ݍ = Β(ݍ,   (݌

  البرھان :     

Β(݌, (ݍ = නݔ௣ିଵ. (1 − .௤ିଵ(ݔ ݔ݀
ଵ

଴

 

1)لنفرض أنَّ :      − ݔ = ݔ݀−فیكون :   (ݕ =   	ݕ݀

ݔ݀وبالتالي :      =  	ݕ݀−

ݔوأیضاً :      = 1 −   	ݕ

ݔ( وتغیرات حدود التكامل )     = 0 ⟹ ݕ = 1		, ݔ = 1	 ⟹ ݕ = 0	  

  الآن نعوض فنجد :   

Β(݌, (ݍ = න (1 − .௣ିଵ(ݕ .௤ିଵݕ (ݕ݀−)
଴

ଵ
		 



             )8المحاضرة (

 www.syriamath.net                                          الموقع الإلكتروني : سیریا ماث                                             
6 

  نقلب الآن حدي التكامل  فتقلب الإشارة أي أن :

⟹ Β(݌, (ݍ = න .௤ିଵݕ (1 − .௣ିଵ(ݕ ݕ݀
ଵ

଴
= Β(ݍ,  (݌

  

 ( العلاقة بین التابعین الغمّاوي والبیتَّـاوي )  ـ خاصة ھامة جداً ـ .2

Β(݌, (ݍ =
.(݌)߁ (ݍ)߁
݌)߁ + (ݍ

 

  

  على ھذه الخاصة : مثال   

  لیكن  لدینا التكامل :    

න .ସݔ (1 − .଺(ݔ ݔ݀
ଵ

଴
				 ∶ ݌	 = 5		, ݍ = 7 

  وبتطبیق الخاصة السابقة نجد أن :

Β(5,7) =
.(5)߁ (7)߁
(12)߁ (ଷ)	الخاصة			حسب	

ሳልልልልልልልልልሰ	= 	
4)߁ + 1). 6)߁ + 1)

11)߁ + 1) =
(4!). (6!)
(11!)

=
(4 × 3 × 2 × 1). (6!)

11 × 10 × 9 × 8 × 7 × 6!
=

1
11 × 210

 

  ملاحظة ھامة جداً :

0 < ݌ < 1	 ⟹ .(݌)߁ 1)߁ − (݌ =
ߨ

sin(݌.  (ߨ

  نتیجة :

௣	ୀ	
ଵ
ଶሱ⎯⎯ሮ			 ߁	 ൬

1
2
൰ . ߁ ൬

1
2
൰ =

ߨ

sin ቀ2ߨቁ
	⟹	ቆ߁ ൬

1
2
൰ቇ

ଶ

=  ߨ

  

⟹ ቀଵ߁
ଶ
ቁ =   																														(൯	للحفظ	൫)																				ߨ√

                          

) ...8انتھت المحاضرة (  … 


