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 الثانیةالسنة :                            جامعة دمشق             –كلیة العلوم قسم الریاضیات 

 الأول الفصل :                                                                  )3تحلیل ( المقرر :

    2013/11/10 التاریخ :                                                                  ) 10( المحاضرة :

  

  حل تمرین المحاضرة السابقة ..

  لیكن لدینا التكامل  :
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  تكامل بیتَّـاوي .. ومن العلاقة بین التابعین الغمَّاوي والبیتَّـاوي نجد أنَّ :  ܫإذاً  
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  تذكرة :    

}ـ لتكن  )1 ௡݂(ݔ)}  أنھ  ܫالمعرف على  (ݔ)݂.. یقال عن التابع  ܫمتتالیة توابع معرفة على مجال مثل
  نھایة ھذه المتتالیة ( تابع النھایة ) إذا كانت :

lim
௡⟶ஶ ௡݂(ݔ) =  (ݔ)݂

}ـ یقال عن متتالیة التوابع  )2 ௡݂(ݔ)}  إذا ܫعلى  (ݔ)݂إنھا متقاربة ( نقطیاً ) من التابع  ܫالمعرفة على 
  تحقق ما یلي :

ε أیاً كان > ଴ܰفإنھ یوجد  ܫ	߳	ݔوأیاً كانت   0 ≠ |بحیث یكون :  0 ௡݂(ݔ) − |(ݔ)݂ <   ߝ
݊عندما  ≥ ଴ܰ  حیث )) ..଴ܰ  تتبع لـε  ݔوللنقط	߳	ܫ . ((  

  
}یقال عن متتالیة التوابع ـ  )3 ௡݂(ݔ)}  إذا  ܫعلى  (ݔ)݂إنھا متقاربة بانتظام من التابع  ܫالمعرفة على

  تحقق ما یلي :
ε أیاً كان  > ଴ܰفإنھ یوجد    0 ≠ |بحیث یكون :  0 ௡݂(ݔ) − |(ݔ)݂ < ݊عندما  ߝ ≥ ଴ܰ  

  فقط  )) . εتتبع لـ  ଴ܰ.. (( حیث  ܫ	߳	ݔومن أجل كل النقاط 
  

  

  > :1مبرھنة  <

}لتكن  ௡݂(ݔ)}  ولنفرض أن جمیع حدود ھذه المتتالیة ھي توابع  ܫمتتالیة توابع معرفة على مجال مثل ..
..                       ܫعلى  (ݔ)݂.. ولنفرض أن ھذه المتتالیة متقاربة بانتظام من تابع مثل  ܫمستمرة على 

  . ܫمستمراً على  (ݔ)݂عندئذٍ : یكون ھذا التابع 

  الإثبات : 

ε ..  ولیكن ܫ	߳	଴ݔلتكن  > .. عندئذٍ :   0
ఌ
ଷ
> 0  .  

}وبما أن :  ௡݂(ݔ)}	  فإنھ یوجد   ܫعلى  (ݔ)݂متقاربة بانتظام من ..଴ܰ ≠   بحیث یكون : 0

| ௡݂(ݔ) − |(ݔ)݂ <
ߝ
3 

݊عندما :  ≥ ଴ܰ  ݔومن أجل كل النقاط	߳	ܫ  ..  

݊لیكن  ≥ ଴ܰ  ݔولتكن	߳	عندئذٍ یكون التابع  ܫ௡݂(ݔ)  حسب الفرض ب(   ܫمستمراً على(  
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δ.. ومنھ یوجد  ଴ݔعند النقطة  مستمر  (ݔ)௡݂  كونیومنھ  >   بحیث یكون : 0

ݔ|  − |଴ݔ < 		ߜ ⟹ 	 | ௡݂(ݔ) − ௡݂(ݔ଴)| <
ఌ
ଷ

  

ݔ|  ومنھ : − |଴ݔ < 	ߜ ⟹																																	  

(ݔ)݂| − |(଴ݔ)݂ = (ݔ)݂| − ௡݂(ݔ) + ௡݂(ݔ) − ௡݂(ݔ଴) + ௡݂(ݔ଴) − |(଴ݔ)݂ ≤ 

≤ (ݔ)݂| − ௡݂(ݔ)| + | ௡݂(ݔ) − ௡݂(ݔ଴)| + | ௡݂(ݔ଴) −  |(଴ݔ)݂

														< 											
ߝ
3
														+ 																			

ߝ
3
										+ 															

ߝ
3
														=  				ߝ	

  .. وھو المطلوب . ܫعلى مستمر  (ݔ)݂فإننا نستنتج أن   ܫ من  ଴ݔوبما أن النقطة   ଴ݔمستمر عند  (ݔ)݂إذاً 

  

  نتیجة :

وكان تابع النھایة لھا على ھذا المجال غیر مستمر على   ܫإذا كانت لدینا متتالیة توابع مستمرة على مجال مثل 
  یكون غیر منتظم على ھذا المجال . فإن تقارب ھذه المتتالیة   ھذا المجال

  ملاحظة :  

المجال المدروس ولكن تابع النھایة من الممكن أن تكون كل التوابع التي تشكل حدود المتتالیة غیر مستمرة على 
  لھذه المتتالیة مستمر على ھذا المجال .

  مثال :

  لنأخذ المتتالیة التي حدھا العام :

⎩
⎪
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⎪
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௡
௡ାଵ

|ݔ|	)					 < (	عندما		1
	

|ݔ|	)										1 = (	عندما		1
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௡
|ݔ|	)						 > 			(	عندما		1

 ௡݂(ݔ) =  

 عندئذٍ نكتب الحد الأول لھذه المتتالیة : ݊لم یظھر في الحد العام وما ظھر فقط ھو  ݔنلاحظ أن المتغیر 
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 وبالتالي غیر مستمرة .. لنرى الآن ما إذا كان تابع النھایة لھذه المتتالیة موجوداً .. فنجد أن :

(ݔ)݂ = lim
௡→ஶ ௡݂(ݔ) = 1 

  إذاً : تابع النھایة للمتتالیة المدروسة موجود .. ومنھ المتتالیة متقاربة (نقطیاً) .

  

  > :2مبرھنة  <

}لتكن  ௡݂(ݔ)}  ܫ.. ونفرض أن جمیع حدود ھذه المتتالیة ھي توابع محدودة على  ܫمعرفة على مجال مثل  

  .. عندئذٍ : ܫعلى  (ݔ)݂ولنفرض أن ھذه المتتالیة متقاربة بانتظام من 

  . ܫمحدوداً على  (ݔ)݂یكون التابع 

  ( تعریف التابع المحدود ) تذكرة : 

݇	∃   ܫمحدود على  (ݔ)݂ > 0		 ∶ 	 |(ݔ)݂| < 				ܫ	߳	ݔ	∀					݇ ⟺  

  الإثبات :

εلیكن :  > }.. بما أن  0 ௡݂(ݔ)}  فإنھ یوجد  ܫعلى  (ݔ)݂من تتقارب بانتظام଴ܰ ≠   بحیث : 0

| ௡݂(ݔ) − |(ݔ)݂ <  ߝ

݊عندما  ≥ ଴ܰ   ܫالمنتمیة للمجال  ݔومن أجل جمیع قیم .  

݊لیكن  ≥ ଴ܰ  بما أن ..௡݂(ݔ)  ݇فإنھ یوجد   ܫمحدود على > |بحیث یكون :   0 ௡݂(ݔ)| < من أجل  ݇
  . ܫمن المجال   ݔجمیع قیم  

εومنھ یوجد العدد الحقیقي الموجب  + ݇	 >   بحیث یكون : 	0

|(ݔ)݂| = (ݔ)݂| − ௡݂(ݔ) + ௡݂(ݔ)| ≤ (ݔ)݂| − ௡݂(ݔ)| + | ௡݂(ݔ)| < ߝ + ݇ 

  ܫ	߳	ݔوذلك أیاً كان 

  ..  وھو المطلوب .    ܫمحدود على  (ݔ)݂إذاً  

  نتیجة :

تقاربھا من تابع فإن  على المجال المدروسھا غیر محدود محدودة وكان تابع النھایة ل توابع إذا كانت لدینا متتالیة
  النھایة یكون غیر منتظم على المجال المدروس .

                    

  " ................................................ " انتھت المحاضرة..........................                      


