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 الثانیةالسنة :                            جامعة دمشق             –كلیة العلوم قسم الریاضیات 

 الأول الفصل :                                                                  )3تحلیل ( المقرر :

    2013/11/18 التاریخ :                                                                    ) 13( المحاضرة :

                                                                                                                            
  ) ...11المحاضرة (... تتمة حل تمارین 

                                                                                                               ) :1مثال (

ቄادرس تقارب متتالیة التوابع   ௡݂(ݔ) = sin ௫
௡
ቅ   ܫعلى المجال = ℛ                                               

                                                                                                                 الحل :
  نحسب أولاً تابع النھایة ..

(ݔ)݂ = lim
௡⟶ஶ ௡݂(ݔ) = lim

௡⟶ஶ
sin

ݔ
݊
= 0 

εلیكن :  >   .. ܫ	߳	ݔولتكن    0

:                                                                             ونعلم أنھ ( اعتماداً على الملاحظة )
| ௡݂(ݔ) − |(ݔ)݂ = ቚsin ௫

௡
− 0ቚ = ቚsin ௫

௡
ቚ       

		⟹ 	 ቚsin ௫
௡
ቚ ≤ ቚ௫

௡
ቚ = |௫|

௡
															     

଴ܰومنھ یوجد :  ≠   بحیث یكون : 0

εھنا نختار  > |௫|
௡
⟹ ݊ > |௫|

ఌ
  

݊وبالتالي وعندما :  ≥ ଴ܰ   : یكون଴ܰ >
|௫|
ఌ

  

  وبالتالي یكون لدینا ما یلي : 

| ௡݂(ݔ) − |(ݔ)݂ ≤ ቚ௫
௡
ቚ <    ߝ

  .. ܫومنھ : التقارب غیر منتظم على المجال 

  

  

  

  

ݏ = ܽଵ− ܽଶ + ܽଷ ∓⋯ 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

ݔ > 0	 ⟹ 0 < sin ݔ < ݔ
⟹ |sin |ݔ = sin ݔ < ݔ = |ݔ|

	
ݔ < 0	 ⟹ 0 > sin ݔ > ݔ

				⟹ |ݔ| = ,	ݔ− |sin |ݔ = − sin ݔ

 

 ... ملاحظة ھامة ...

عندما یكون الحد الأول لمتتالیة المجامیع 
(موجباً) فإن المجموع سیكون موجباً وقیمتھ 
محصورة بین الصفر وقیمة أول حد أي أن : 
ܽଵ > 0⟹ ݏ > 0⟹ 0 < ݏ < ܽଵ  
وعندما یكون الحد الأول سالباً أي أن :  

ଵݏ = −ܽଵ + ܽଶ − ܽଷ ±⋯               
فإن المجموع سیكون سالباً وقیمتھ محصورة بین 

یمة أول حد والصفر أي أن :                 ق
ܽଵ < 0⟹ ଵݏ < 0 ⟹ 0 > ଵݏ > ܽଵ    

وبناءً على ذلك وبالنسبة لتمریننا وبملاحظة    
sinمنشور                      نجد :      ݔ

sin ݔ = ݔ − ௫య

ଷ!
+ ௫ఱ

ହ!
∓⋯ 
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                                                                                                               ) :2مثال (

ቄادرس تقارب متتالیة التوابع   ௡݂(ݔ) = sin ௫
௡
ቅ   ܫعلى المجال = [0	, గ

ଶ
] 

	الحل :

(ݔ)݂ = lim
௡⟶ஶ ௡݂(ݔ) = lim

௡⟶ஶ
sin

ݔ
݊
= 0 

  وھنا نلاحظ ما یلي :

 ௡݂(ݔ) = sin ௫
௡

,	0(( لأن التابع ھنا أصبح محصوراً بین .. ܫعلى المجال  ةمستمر   గ
ଶ

  أي قطعة مستقیمة )) 

مجال مغلق ..                                                                                            ܫوإن المجال 
(ݔ)݂وأیضاً :  = ..                                                                        ܫمستمر على المجال  0
(ݔ)௡݂وكذلك :  ≥ ௡݂ାଵ(ݔ)    : بملاحظة أنsin ௫

௡
≥ sin ௫

௡ାଵ
				 , (∀݊)  

  .. (( مبرھنة ))إذاً فالتقارب منتظم  

  

  متسلسلات التوابع 

  

	 شكلھا المختزل :

෍ ௡݂(ݔ)
ஶ

௡ୀଵ

	

	شكلھا المفصَّل :

෍ ௡݂(ݔ) = ଵ݂(ݔ) + ଶ݂(ݔ) + ⋯+ ௡݂(ݔ)
ஶ

௡ୀଵ

+ ⋯ 

  .. ܫمتسلسلة  توابع معرفة على مجال مثل                

  

  مجامیعھا الجزئیة :

(ݔ)ଵݏ = ଵ݂(ݔ)	, (ݔ)ଶݏ	 = ଵ݂(ݔ) + ଶ݂(ݔ)	, …	 , (ݔ)௡ݏ = ଵ݂(ݔ) + ଶ݂(ݔ) + ⋯+ ௡݂(ݔ)	, … 

             

  الحد العام لمتتالیة المجامیع الجزئیة للمتسلسلة        
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෍ ௡݂(ݔ)
ஶ

௡ୀଵ

 

  .. إذا كانت :  ܫعلى المجال  (ݔ)	ݏ.. ومجموعھا ھو  ܫمتقاربة على المجال 

lim
௡⟶ஶ

(ݔ)௡ݏ =  (ݔ)ݏ

))                                 ܫعلى المجال  (ݔ)	ݏتتقارب من  {(ݔ)௡ݏ}وھذا یكافئ قولنا : (( متتالیة التوابع 
	وبذلك یمكننا أن نكتب :

(ݔ)ݏ = ෍ ௡݂(ݔ)
ஶ

௡ୀଵ

 

	تعریف :

෍ ௡݂(ݔ)
ஶ

௡ୀଵ

 

بانتظام      ةتقاربم {(ݔ)௡ݏ}.. إذا كانت  ܫعلى المجال  (ݔ)	ݏھو ومجموعھا  ܫمتقاربة بانتظام على المجال 
  .. ܫعلى المجال  (ݔ)	ݏمن 

  

	تعریف :

෍ ௡݂(ݔ)
ஶ

௡ୀଵ

 

لیس  ةتقاربم {(ݔ)௡ݏ}.. إذا كانت  ܫعلى المجال  (ݔ)	ݏھو ومجموعھا  ܫعلى المجال متقاربة لیس بانتظام 
  .. ܫعلى المجال  (ݔ)	ݏمن بانتظام 

  

                                                                                                          ملاحظة :
ε	∀ ⟺  ܫعلى المجال  (ݔ)	ݏمن بانتظام  ةتقاربم {(ݔ)௡ݏ} > ଴ܰفإنھ یوجد   0 ≠ بحیث یكون :  0

(ݔ)௡ݏ| − |(ݔ)ݏ < ݊عندما :  ߝ ≥ ଴ܰ   َ∀و	ݔ	߳	ܫ ..   

  

ε	∀ ⟺  ܫعلى المجال  (ݔ)	ݏمن  ةتقاربم {(ݔ)௡ݏ} > ଴ܰفإنھ یوجد  ܫ	߳	ݔ	∀وَ   0 ≠ بحیث یكون :  0
(ݔ)௡ݏ| − |(ݔ)ݏ < ݊عندما :  ߝ ≥ ଴ܰ  ..  
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:                                                                                                                    نتیجة 
	لتكن

෍ ௡݂(ݔ)
ஶ

௡ୀଵ

	

  .. ܫعلى المجال .. ولنفرض أن ھذه المتسلسلة متقاربة  ܫمتسلسلة توابع معرفة على مجال 

  .. عندئذٍ :  ܫعلى المجال  (ݔ)	ݏومجموعھا ھو 

lim
௡⟶ஶ ௡݂(ݔ) = 0 

  البرھان :

൜
(ݔ)௡ݏ = ଵ݂(ݔ) + ⋯+ ௡݂ିଵ(ݔ) + ௡݂(ݔ)
(ݔ)௡ିଵݏ = ଵ݂(ݔ) + ⋯+ ௡݂ିଵ(ݔ)												

 

  ومنھ :

(ݔ)௡ݏ − (ݔ)௡ିଵݏ = ௡݂(ݔ)								(∗) 

(ݔ)௡ݏ   ولكن : ⟶ (ݔ)௡ିଵݏ   &     (ݔ)	ݏ ⟶    ܫعلى المجال    (ݔ)	ݏ

  نجد :  (∗)ومنھ وبحسب  

lim
௡⟶ஶ ௡݂(ݔ) = lim

௡⟶ஶ
(ݔ)௡ݏ − lim

௡⟶ஶ
(ݔ)௡ିଵݏ = (ݔ)ݏ − (ݔ)ݏ = 0 

  

  مبرھنة :

	لتكن :

෍ ௡݂(ݔ)
ஶ

௡ୀଵ

	

..             ܫ.. ولنفرض أن ھذه المتسلسلة متقاربة بانتظام على المجال  ܫمجال  متسلسلة توابع معرفة على
}تتقارب المتتالیة    :  عندئذٍ ௡݂(ݔ)}  ܫمن الصفر بانتظام على المجال ..  

  الإثبات :

	لنفرض أن :

෍ ௡݂(ݔ)
ஶ

௡ୀଵ

 

  .. ܫمتقاربة بانتظام على  {(ݔ)௡ݏ}.. عندئذٍ تكون المتتالیة  ܫمتقاربة بانتظام على المجال 
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εلیكن  > ଴ܰعندئذٍ یوجد :   0 ≠ (ݔ)௠ݏ|بحیث یكون :   0 − |(ݔ)௡ݏ < ݉عندما  ߝ ≥ ݊ ≥ ଴ܰ       
  .. ܫ	߳	ݔ	∀وَ 

݊لنأخذ :  ≥ ଴ܰ + ݊فیكون :   1 − 1 ≥ ଴ܰ  : ݊ومنھ > ݊ − 1 ≥ ଴ܰ   

(ݔ)௡ݏ|ومنھ :  − |(ݔ)௡ିଵݏ <   					(	ܫ	߳	ݔ	∀	)				,			ߝ

|ومنھ :  ௡݂(ݔ)| <    					(	ܫ	߳	ݔ	∀	)			,				ߝ

εومن أجل  ومنھ  > ଴ܰیوجد    0 ≠   بحیث یكون : 0

 | ௡݂(ݔ) − 0| < ݊عندما   ߝ ≥ ଴ܰ   ّ∀و	ݔ	߳	إذاً :  ܫ  ..  

lim
௡⟶ஶ ௡݂(ݔ) = 0 

} وبالتالي یمكننا القول أن المتتالیة  ௡݂(ݔ)}  ܫمن الصفر بانتظام على المجال تتقارب ..  

  

  

  ... وظیفة ...

	أوجد منطقة التقارب لكل من المتسلسلات :

෍ ൬
ݔ − 1
ݔ + 1൰

௡ஶ

௡ୀଵ

									,						ℛ	/	[−1]			المجال	على	 

෍
1

݊ + cos ݔ

ஶ

௡ୀଶ

									,													ℛ							المجال	على			 

෍
1

݊௫ିଵ

ஶ

௡ୀଵ

																		,													ℛ							المجال	على																 

  

 ................................................................ " انتھت المحاضرة "                     


