
 

 www.syriamath.netالموقع الإلكتروني : سیریا ماث                                                                                      
1 

 الثانیةالسنة :                            جامعة دمشق             –كلیة العلوم قسم الریاضیات 

 الأول الفصل :                                                                  )3تحلیل ( المقرر :

    2013/11/24 التاریخ :                                                                  ) 14( المحاضرة :

  

  ... حل الوظیفة ...

 أوجد منطقة التقارب لكل من المتسلسلات التالیة :

෍ ൬
ݔ − 1
ݔ + 1൰

௡ஶ

௡ୀଵ

         ,      ℛ / [−1]   على المجال 

                                                                                                                           الحل :
ቚ௫ିଵ ھذه المتسلسلة تكون متقاربة عندما وفقط عندما 

௫ାଵ
ቚ < ௫ିଵلأنھا متسلسلة ھندسیة أساسھا  (   1

௫ାଵ
  (                          

  ومنھ وحسب خواص القیمة المطلقة نكتب :

  −1 < ௫ିଵ
௫ାଵ

<   وھنا نمیز حالتین : (∗)              1

ݔ  (1 + 1 > 0 
௫ାଵ نضرب  (∗)  بـ
ሳልልልልልልልልልሰ ݔ−   − 1 < ݔ − 1 < ݔ + 1 

  وعن المتراجحة الأخیرة ینجم متراجحتین ھما : 

൝
ݔ     − 1 < ݔ + 1  ⟹  −1 < +1 
                                                            وَ

ݔ−     − 1 < ݔ − 1  ⟹ ݔ2     > 0     
 ⟹ ݔ  > 0    

ݔ  (2                            + 1 < 0   
௫ାଵ نضرب  (∗)  بـ
ሳልልልልልልልልልሰ ݔ−   − 1 > ݔ − 1 > ݔ + 1 

  وعن المتراجحة الأخیرة ینجم أیضاً متراجحتین ھما :

   ቐ
ݔ        − 1 < ݔ + 1  ⟹  −1 > +1  ⟶      وھذا غیر ممكن  
                                                                                                وَ

ݔ−     − 1 < ݔ − 1  ⟹ ݔ2     > 0                                         
    

  

  حداھما ینفي الكل ))(( المتراجحتان یجب أن تتحققا كلتاھما وعدم تحقق إتنویھ :  

,0 [إذاً : من الحالتین المدروستین نجد أن منطقة التقارب المطلوبة ھي المجال المفتوح    +∞ [ .  

  (( إذا حصلنا على حلول ممكنة في كلتا الحالتین فإننا نأخذ تقاطع ھذه الحلول )) ملاحظة :

 مقدار سالب 
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෍
1

݊ + cos ݔ

ஶ

௡ୀଶ

         ,             ℛ    على المجال    

   : الحل

1−لدینا :            ≤ cos ݔ ≤   )   ݊( نضیف   1+

   2تبدأ من  ݊قیمة أكبر من الصفر لأن                                                               

݊ − 1 ≤ ݊ + cos ݔ ≤ ݊ + 1 
݊إذاً ما یھمنا  + cos ݔ ≤ ݊ +  .. وبأخذ المقلوب لطرفي المتراجحة نجد أن : 1

       
1

݊ + cos ݔ ≥
1

݊ + 1    , ,  ℛ ߳ ݔ ∀ ∀ ݊ ≥ 2 

൬ ෍
1
݊

൰ بالمقارنة  مع المتسلسلة الریمانیة  ෍   متباعدة 
1

݊ + 1

ஶ

௡ୀଶ

     ولكن  

෍  تكون متباعدة
1

݊ + cos ݔ

ஶ

௡ୀଶ

∶    إذاً 

  . ∅وبالتالي منطقة التقارب ھي 

  

෍
1

݊௫ିଵ

ஶ

௡ୀଶ

          ,             ℛ    على المجال     

   الحل :

ݔ)إن الشرط اللازم والكافي لكي تتقارب ھذه المتسلسلة ھو  − 1 >   < شرط ریمان > (1

ݔوبحل المتراجحة نجد :   > 2    

,2[ومنھ منطقة التقارب ھي المجال   +∞[ .  

  

  تنویھ :

  " فقط " ومتسلسلات التوابع  (( المبرھنات السبع الواردة في المحاضرات السابقة في فقرتي متتالیات التوابع

  إحداھا في الإمتحان ))سوف ترد     
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  تتمات في متسلسلات التوابع : 

 عندما نقول ( تكامل المجموع یساوي مجموع التكاملات ) بالنسبة لمتسلسلة توابع فإننا نعني ) : 1اصطلاح (
  حداً حداً . المتسلسلة بذلك أنھ یمكننا أن نكامل

عندما نقول ( مشتق المجموع یساوي مجموع المشتقات ) بالنسبة لمتسلسلة توابع فإننا نعني ) : 2اصطلاح (
  حداً حداً .المتسلسلة بذلك أنھ یمكننا أن نشتق 

  نتائج :

 .. ومجموعھا ھو : ܫلتكن                 متسلسلة توابع معرفة على مجال   )1

(ݔ)௡ݏ = ଵ݂(ݔ) + ଶ݂(ݔ) + ⋯ + ௡݂(ݔ) = ෍ ௥݂(ݔ)
௡

௥ୀଵ

 

(ݔ)௡ݏ( أي أن حدودھا مستمرة ) .. و   ⟶ ⟶ ݊عندما  (ݔ)ݏ   عندئذ : ( أي تقاربھا منتظم ) ∞

(ݔ)ݏ = ෍ ௡݂(ݔ)
ஶ

௡ୀଵ

 

            أي أن  ( ܫوكانت متقاربة بانتظام على  ܫمتسلسلة توابع معرفة على مجال                إذا كانت :  )2
  .. ܫوكانت حدودھا مستمرة على  ) ܫعلى  (ݔ)݂مجموعھا ھو                             
  .. ܫیكون مستمراً على  (ݔ)݂فإن                             

  
  (ݔ)݂وكانت متقاربة بانتظام من  ܫإذا كانت               متسلسلة توابع معرفة على مجال    )3

ܫعلى المجال                             = [ܽ,   فإنھ یمكننا  ܫ.. وكانت حدودھا مستمرة على  [ܾ
  ..أن نكاملھا حداً حداً                            

  
 ܫعلى المجال  (ݔ)݂من  وكانت متقاربة ܫإذا كانت                متسلسلة توابع معرفة على مجال    )4

  .. ومتسلسلة ܫومشتقاتھا مستمرة على  ܫوكانت حدودھا قابلة للإشتقاق على                            
                             

  المشتقات  ( أي                ) متقاربة بانتظام من تابع معین فإنھ یمكننا أن  نشتقھا حداً حداً ..       
  
  

 .. ܫ( مثلاً ) .. وكان مجال تقاربھا ھو  ߙ إذا كانت                          متسلسلة  قوى مركزھا   )5
         
, ܫ ଴߳ݔ :  وكان [ܽ, ܾ] ⊊   .. عندئذٍ فإن :ܫ
 . ܫتكامل المجموع = مجموع التكاملات  .. على المجال  .1
  . ଴ݔمشتق المجموع = مجموع المشتقات   .. في النقطة   .2

  . مجال التقارب > داخل< لأن متسلسلة القوى تكون متقاربة بانتظام كما أن مجال التقارب لا یتغیر  ..          

෍ ௡݂(ݔ)
ஶ

௡ୀଵ

෍ ௡݂(ݔ)
ஶ

௡ୀଵ

 

෍ ௡݂(ݔ)
ஶ

௡ୀଵ

෍ ௡݂(ݔ)
ஶ

௡ୀଵ

 

෍ ௡݂
ᇱ(ݔ)

ஶ

௡ୀଵ

 

෍ ܽ௡(ݔ − ௡(ߙ
ஶ

௡ୀଵ
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  اختبار فایرشتراس :

  .. ولنفرض وجود متسلسلة عددیة متقاربة وذات حدود  ܫلتكن :               متسلسلة توابع معرفة على مجال 

|غیر سالبة مثل :             بحیث تكون :                        ௡݂(ݔ)| ≤ ܽ௡   َو(∀݊ ≥ 1 ,    (ܫ ߳ ݔ∀

                       

  .. ܫمتقاربة بانتظام على المجال                  عندئذٍ : تكون المتسلسلة                     

  

  مثال :

 تیة من حیث كونھ منتظماً أم غیر منتظم ..ادرس التقارب للمتسلسلة الآ

ℛ على المجال  ෍
cos ݊. ݔ

݊଻

ஶ

௡ୀଵ

  

 الحل :

ቚ
cos ݊. ݔ

݊଻ ቚ ≤
|cos ݊. |ݔ

݊଻ ≤
1

݊଻              , (∀݊ ≥ 1 ,  ( ℛ ߳ ݔ∀

  

αولدینا              متسلسلة ذات حدود موجبة ومتقاربة لأنھا ریمانیة ( من أجل  = 7 > 1 .. (  

  

  .( حسب اختبار فایرشتراس )  ℛتكون متقاربة بانتظام على المجال                  إذاً :       

  

  

                                          

  

  

  

  

෍ ௡݂(ݔ)
ஶ

௡ୀଵ

 

෍ ܽ௡

ஶ

௡ୀଵ

 

෍ ௡݂(ݔ)
ஶ

௡ୀଵ

 

෍
1

݊଻

ஶ

௡ୀଵ

 

෍
cos ݊. ݔ

݊଻

ஶ

௡ୀଵ
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  تـحـویـلات لابـلاس  >   <

                                           Laplace   transforms    

  

  تعریف : 

 ویعرف كما یلي :  [(ݐ)݂]ܮتابعاً مناسباً .. إن تحویل لابلاس لھذا التابع یرمز لھ بالرمز  (ݐ)݂لیكن 

[(ݐ)݂]ܮ = න ݁ି ௦௧. .(ݐ)݂ ݐ݀
ାஶ

଴
          (∗) 

ݏحیث :  > 0  , ݐ ≥ ویرمز لھ بالرمز  ݏ..  ویكون الجواب في حالة تقارب ھذا التكامل المعتل تابعاً لـ   0
ݏ.. وتجدر الإشارة إلى أنھ یمكن التحكم بقیمة    (ݏ)ܨ >   بحیث نضمن تقارب ھذا التكامل المعتل .   0

  

  خواص تحویلات لابلاس : 

(ݐ)݂ ـ (1 = 1 = ଴ݐ  ⟹ (ݏ)ܨ = [(ݐ)݂]ܮ = [1]ܮ = ଵ
௦
 

  ) (∗)( نعوض في البرھان : 

[1]ܮ = න ݁ି ௦௧
ାஶ

଴
. 1. ݐ݀ = − 

1
ݏ

[݁ି ௦௧]଴
ାஶ = − 

1
ݏ ൤

1
݁௦௧൨

଴

ାஶ

= − 
1
ݏ

[0 − 1] =
1
 ݏ

 
.ଵߙ]ܮ  ـ (2 ଵ݂(ݐ) + .ଶߙ ଶ݂(ݐ)] = .ଵߙ ]ܮ ଵ݂(ݐ)] + .ଶߙ ]ܮ ଶ݂(ݐ)]  ⟺  تحویل لابلاس (ܮ) خطي

 

(ݐ)݂ ـ (3 = ௡ݐ  ∶ ݊ ≥ 1 ⟹ (ݏ)ܨ = [(ݐ)݂]ܮ = [௡ݐ]ܮ = ௡!
௦೙శభ 

  ) (∗)( نعوض في  البرھان :        

(ݏ)ܨ  = ∫ ݁ି ௦௧ାஶ
଴ . ௡ݐ . ݐ݀ = ∫ ௡ାஶݐ

଴ . ݁ି ௦௧.                               ݐ݀

 
 بالتجزئة
ሳልልሰ (ݏ)ܨ  = − ଵ

௦
ቂ ௧೙

௘ೞ೟ቃ଴

ାஶ
+  ௡

௦
. ∫ .௡ିଵݐ ݁ି௦௧. ାஶݐ݀

଴                                      

                                                                   )0(  

  

  

 المقدار سیسعى للصفر( باستخدام أوبیتال ) منتھي فإن ھذا ݊ بما أن  
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⟹ [௡ݐ]ܮ  = ௡
௦

                                                               [௡ିଵݐ]ܮ 

[௡ିଵݐ]ܮ = ௡ିଵ
௦

                                                         [௡ିଶݐ]ܮ 

[௡ିଶݐ]ܮ = ௡ିଶ
௦

                                                         [௡ିଷݐ]ܮ  

  

[ଶݐ]ܮ = ଶ
௦

                                                                      [ݐ]ܮ 

[ݐ]ܮ = ଵ
௦

                                                                    [଴ݐ]ܮ 

  ببعضھا والأطراف الیسرى ببعضھا )) أي أن :(( نضرب الأطراف الیمنى 

.[௡ݐ]ܮ .[௡ିଵݐ]ܮ … . .[ଶݐ]ܮ [ݐ]ܮ = ௡!
௦೙ .[௡ିଵݐ]ܮ  .[௡ିଶݐ]ܮ …  . .[ݐ]ܮ         [଴ݐ]ܮ

      ⟹ [௡ݐ]ܮ =
݊!
௡ݏ  . [଴ݐ]ܮ =

݊!
௡ݏ   .

1
ݏ =

݊!
 ௡ାଵݏ

  نستنتج الدستور التالي : 3و  1من الخاصتین 

  

  

  

  ... وظیفة ...

  

 .. أثبت أن : ℛعلى مجال                              :بفرض ـ  )1
 

න ݔ݀(ݔ)ݏ = ෍
sin ݊ . ߨ

2
݊ଷ

ஶ

௡ୀଵ

గ
ଶ

଴
 

  
  

  \أم غیر منتظم  ؟؟ ℛ:                       ھل تقارب ھذه المتسلسلة منتظم على المجال  : لتكن ـ )2
  

  ) ....14... انتھت المحاضرة (

(ݏ)ܨ = [(ݐ)݂]ܮ = [௡ݐ]ܮ =
݊!

௡ାଵݏ      ∶ ݊ ≥ 0  , ݊߳ܰ 

(ݔ)ݏ = ෍
cos ݔ݊

݊ଶ

ஶ

௡ୀଵ

 

෍
cos(sin (ݔ

݊ଷ

ஶ

௡ୀଵ

 


