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 الثانیةالسنة :                            جامعة دمشق             –كلیة العلوم قسم الریاضیات 

 الأول الفصل :                                                                  )3تحلیل ( المقرر :

    2013/11/11 التاریخ :                                                                  ) 11( المحاضرة :

  

  > :1مبرھنة <

}لتكن  ௡݂(ݔ)}  ܫمتتالیة توابع معرفة ومستمرة على مجال مغلق مثل = [ܽ, ∞−حیث :   [ܾ < ܽ < +∞ 
قابلاً  (ݔ)݂.. عندئذٍ : یكون التابع  ܫعلى  (ݔ)݂ولنفرض أن ھذه المتتالیة تتقارب بانتظام من تابع مثل 

  ویتحقق الآتي :   ܫللمكاملة على المجال 

lim
௡⟶ஶ

ቈන ௡݂(ݔ). ݔ݀
௕

௔
቉ = න ቂ lim

௡⟶ஶ ௡݂(ݔ)ቃ ݔ݀
௕

௔
= න (ݔ)݂

௕

௔
.  ݔ݀

  الإثبات :

   ܫقابلاً للمكاملة على المجال  (ݔ)݂.. ومنھ یكون  ܫعلى المجال مستمر  (ݔ)݂بحسب الفرضیات نستنتج أن : 

εلیكن  > ఌعندئذٍ :  0
ଶ(௕ି௔)

> }.. وبما أن     0 ௡݂(ݔ)}  فإنھ : ܫعلى  (ݔ)݂متقاربة بانتظام من          

଴ܰیوجد  ≠ |بحیث یكون :  0 ௡݂(ݔ) − |(ݔ)݂ < ఌ
ଶ(௕ି௔)

݊عندما   		 ≥ ଴ܰ  ܫمن  ݔومن أجل جمیع قیم .  

  ومنھ :

ቚ∫ ௡݂(ݔ). ݔ݀ − ∫ .(ݔ)݂ ௕ݔ݀
௔

௕
௔ ቚ

	حسب		خواص	التكامل
ሳልልልልልልልልልሰ		= ቚ∫ [ ௡݂(ݔ) − .[(ݔ)݂ ௕ݔ݀

௔ ቚ 

  ة المطلقة للتابع )) متكامل القی  أصغر أو تساوي  ومن خواص التكامل أیضاً : (( القیمة المطلقة لتكامل تابع

⟹ ቤන [ ௡݂(ݔ) − .[(ݔ)݂ ݔ݀
௕

௔
ቤ 	≤ 	න |[ ௡݂(ݔ) − .|[(ݔ)݂ ݔ݀

௕

௔
	 

݊ومنھ  : بفرض   ≥ ଴ܰ : نجد مایلي  

ቤන ௡݂(ݔ). ݔ݀ − න .(ݔ)݂ ݔ݀
௕

௔

௕

௔
ቤ ≤ 	න

ߝ
2(ܾ − ܽ)

௕

௔
. ݔ݀ =

ߝ
2(ܾ − ܽ)

	. (ܾ − ܽ) =
ߝ
2
<  ߝ

εإذاً من أجل  > ଴ܰیوجد   0 ≠   بحیث یكون :  0

ቤන [ ௡݂(ݔ) − .[(ݔ)݂ ݔ݀
௕

௔
ቤ < ε								,							݊ ≥ ଴ܰ		عندما	 
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  وھذا یعني أنَّ : 

න ቂ lim
௡⟶ஶ ௡݂(ݔ)ቃ ݔ݀

௕

௔
= න (ݔ)݂

௕

௔
.  ݔ݀

  ولكن :

lim
௡⟶ஶ ௡݂(ݔ) =  (ݔ)݂

  إذاً تم المطلوب إثباتھ .

  

  ملاحظة :

نطرح فیھ  إن الشروط المذكورة في المبرھنة السابقة ھي شروط كافیة وغیر لازمة وسنضرب مثالاً یبین ذلك
  . متتالیة توابع لیست متقاربة بانتظام ولكن تحقق أن (( تكامل النھایة یساوي نھایة التكامل ))

  مثال :

(ݔ)௡݂لیة التي حدھا العام لنأخذ المتتا =
௡௫

ଵା௡మ௫మ
ܫوالتي حدودھا معرفة على المجال    = فتكون          [0,1]

  وذلك بملاحظة الآتي : ܫمنتظم على المجال   غیرھذه المتتالیة متقاربة من تابع النھایة لھا بشكل 

(ݔ)݂ = lim
௡⟶ஶ ௡݂(ݔ) = lim

௡⟶ஶ

ݔ݊
1 + ݊ଶݔଶ

= 0 

(ݔ)݂لنفرض مؤقتاً أن ھذه المتتالیة تتقارب بانتظام من  = ܫعلى المجال  0 = [0,1]                       
ε	∀عندئذٍ  :  > ଴ܰفإنھ یوجد  0 ≠ |  بحیث یكون   0 ௡݂(ݔ) − 0| <                                      ߝ

݊ عندما  ≥ ଴ܰ   َݔ∀و	߳	ܫ ..  

εلنأخذ الآن  = ଵ
ଶ

ܰعندئذٍ : یوجد   ≠ (ݔ)௡݂بحیث  یكون :     0 <
ଵ
ଶ
  | ௡݂(ݔ)| =                       

݊ عندما ≥   ..  	ܫ	߳	ݔ∀وَ    ܰ

݊	ثم لناخذ  ≩ ݊فیكون  	ܰ > ܰ(( لأن  1 ≥ ))  ومنھ :                                                         1
0 < ଵ

௡
< 1	 ⟹ ଵ

௡
ܫ	߳	 =   وبالتالي نجد أن :   [0,1]

1
2
> ௡݂ ൬

1
݊
൰ =

݊	. 1݊
1 + ݊ଶ. 1݊ଶ

=
1

1 + 1
=
1
2

 

ଵ   أي أن :
ଶ
> ଵ

ଶ
ܫ	إذاً فالتقارب لھذه المتتالیة غیر منتظم على المجال وھذا مستحیل ..      = [0,1] ..        
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  وأیضاً :

න ௡݂(ݔ)
ଵ

଴
. ݔ݀ = න

݊. ݔ
1 + ݊ଶ. ଶݔ

ଵ

଴
	 . ݔ݀ =

1
2݊න

2݊ଶ. ݔ
1 + ݊ଶ. ଶݔ

ଵ

଴
	 . 																ݔ݀

=
1
2݊

[ln(1 + ݊ଶݔଶ)]଴ଵ =
1
2݊

[ln(1 + ݊ଶ − 0)] =
ln(1 + ݊ଶ)

2݊  

  فلنحسب الآن نھایة ھذا التكامل :

lim
௡⟶ஶ

න ௡݂(ݔ)
ଵ

଴
. ݔ݀ = lim

௡⟶ஶ

ln(1 + ݊ଶ)
2݊ 	

		حسب	أوبیتال
ሳልልልልልሰ	= lim

௡⟶ஶ

݊
1 + ݊ଶ = 0 

  ولنحسب أیضاً تكامل النھایة :

න ቂ lim
௡⟶ஶ ௡݂(ݔ)ቃ . ݔ݀

ଵ

଴

حسب	المبرھنة
ሳልልልልልሰ	= න .(ݔ)݂ ݔ݀

ଵ

଴
= න 0. ݔ݀

ଵ

଴
= 0 

فنجد	أنَّ
ሳልሰ	 lim

௡⟶ஶ
න ௡݂(ݔ)
ଵ

଴
. ݔ݀ = න ቂ lim

௡⟶ஶ ௡݂(ݔ)ቃ . ݔ݀
ଵ

଴
= 0	 

  

  > :2مبرھنة  <

}لتكن  ௡݂(ݔ)}  ܫمتتالیة توابع معرفة على مجال مغلق مثل = [ܽ, ܾ]                                       ..
  ولنفرض أنَّ ھذه المتتالیة تحقق الشروط الآتیة :

 . ܫعلى مجال  (ݔ)݂ھذه المتتالیة تتقارب من تابع مثل   ـ )1
 . ܫحدود ھذه المتتالیة قابلة للإشتقاق على المجال   ـ )2
௡݂المشتقات  ـ  )3

ᇱ(ݔ)    : حیث(݊ = 1,2,3, ……  . ܫھي توابع مستمرة على المجال   (
}متتالیة المشتقات   ـ )4 ௡݂

ᇱ(ݔ)	}  ܫعلى المجال  (ݔ)݃تتقارب بانتظام من تابع مثل . 

.. أي أن :                (ݔ)݃ھو  ܫومشتقھ على  ܫقابلاً للإشتقاق على  (ݔ)݂عندئذٍ : یكون التابع 
݂ᇱ(ݔ) = ,			(ݔ)݃   ویكون أیضاً :   			ܫ	߳	ݔ	∀

lim
௡⟶ஶ ௡݂

ᇱ(ݔ) = ቂ lim
௡⟶ஶ ௡݂(ݔ)ቃ

ᇱ
= ݂ᇱ(ݔ) 

  الإثبات :

  .. ܫمستمر على  (ݔ)݃) نستنتج أنَّ 4) وّ (3حسب الشرطین (

   (ݔ)ܩولیكن  ܫ.. ومنھ یوجد لھ تابع أصلي على  ܫقابلاً للمكاملة على  (ݔ)݃ومنھ یكون 
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(ݔ)ᇱܩومنھ :  = ܫ	߳	ݔوأیضاً  بفرض     (ݔ)݃ = [ܽ,    ܫ	߳	ݐنجد أنھ ولأجل ..   [ܾ

(ݔ)ܩ − (ܽ)ܩ = ௔௫[(ݐ)ܩ] = න (ݐ)݃
௫

௔
. ݐ݀ = න ቂ lim

௡⟶ஶ ௡݂
ᇱ(ݐ)ቃ . ݐ݀

௫

௔
 

  وحسب المبرھنة السابقة :

න ቂ lim
௡⟶ஶ ௡݂

ᇱ(ݐ)ቃ
௫

௔
. ݐ݀ = lim

௡⟶ஶ
ቈන ௡݂

ᇱ(ݐ)
௫

௔
. ቉ݐ݀ ⟹ = lim

௡⟶ஶ
[ ௡݂(ݔ)]௔௫

= lim
௡⟶ஶ

[ ௡݂(ݔ) − ௡݂(ܽ)] = lim
௡⟶ஶ ௡݂(ݔ) − lim

௡⟶ஶ ௡݂(ܽ) 

(ܽ)௡݂وبما أن :    ⟶ ݂(ܽ)		,   متتالیة عددیة .. ௡݂لأن :    ܫ	߳	ܽ∀

⟹		= (ݔ)݂	 − ݂(ܽ) 

  إذاً : 

(ݔ)ܩ − (ܽ)ܩ = (ݔ)݂ − ݂(ܽ) 		⟹ (ݔ)݂ = (ݔ)ܩ − (ܽ)ܩ + ݂(ܽ) 

  ومنھ :

݂ᇱ(ݔ) = (ݔ)ᇱܩ = (ݔ)݃ 			⟹ (ݔ)݃		 =  																																			ᇱ[(ݔ)݂]

																																																			⟹	 lim
௡⟶ஶ ௡݂

ᇱ(ݔ) = ቂ lim
௡⟶ஶ ௡݂

ᇱ(ݔ)ቃ
ᇱ
				 ,  ܫ	߳	ݔ	∀

⟹	 lim
௡⟶ஶ

[ ௡݂(ݔ)]ᇱ = ቂ lim
௡⟶ஶ ௡݂(ݔ)ቃ

ᇱ
 

  وھو المطلوب ..

  

  ( ھــامة لأجل التمارین ) > :3مبرھنة  <

}لتكن  ௡݂(ݔ)}  ܫمتتالیة توابع معرفة على مجال مثل	                                                        ..
..                                              	ܫعلى مجال  (ݔ)݂ولنفرض أنَّ ھذه المتتالیة تتقارب من تابع مثل 
  عندئذٍ : تكون القضیتین التالیتین متكافئتین .. 

}  المتتالیة  ـ )1 ௡݂(ݔ)}   ܫتتقارب بانتظام على المجال . 
௡ܯبفرض :   ـ )2 = ூ	ఢ	௫݌ݑݏ 	| ௡݂(ݔ) −  فإنھ :  ݊من أجل كل      |(ݔ)݂

(		 lim
௡⟶ஶ

௡ܯ = 0		) 

  الإثبات : (( في المحاضرة القادمة ))
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  تــمــریــن :

  الآتیة :ادرس التقارب من حیث كونھ منتظماً أم غیر منتظم لمتتالیات التوابع 

1) ௡݂(ݔ) =
௫

ଵା௡మ௫మ
ܫ			,							 = [0,1] 

2) ௡݂(ݔ) = sin ௫
௡
ܫ			,												 = ℛ 

3) ௡݂(ݔ) = sin ௫
௡
ܫ			,												 = [0	, గ

ଶ
	] 

4) ௡݂(ݔ) =
௫೙

ଵା௫೙
													 , ܫ = [0, +∞[ 

   

  

  انتھت المحاضرة " .............................................................. "                    

  

 

 


