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  الثانیةالسنة :                     جامعة دمشق             –كلیة العلوم قسم الریاضیات 

  الأول الفصل :                                                   ) 1بنى جبریة (  المقرر :

    2013/11/10 التاریخ :                                                        )  11 ( المحاضرة :

  الزمرة الجزئیة الناظمیة

  زمرة , القضایا التالیة صحیحة : ܩلتكن  : مبرھنة
  تقاطع أي أسرة من الزمر الجزئیة الناظمیة ھو زمرة جزئیة ناظمیة   ـ 1
(ܩ)ℤالمجموعة :    ـ 2 = {	ܽ ∶ ܽ ∈ ,				ܩ ݔ ∙ ܽ = ܽ ∙ ݔ	∀			ݔ ∈    {	ܩ

  . ܩوالتي تسمى مركز الزمرة ھي زمرة ناظمیة في 

  : الإثبات
  , ولنفرض أنَّ : ܩأسرة من الزمر الجزئیة الناظمیة في    ℒلتكن   ـ 1

ܭ =	 ⋂
஻∈ℒ

  ܤ

ܦ, بما أنھ أیا كانزمرة جزئیة  ܭوجدنا سابقا أنَّ  ∈ ℒ    َّܩناظمیة في زمرة جزئیة  ܦفإن  

ܽلیكن  ∈ ܽولنبرھن على أنَّ    ܩ ∙ ܭ ∙ ܽିଵ ⊆   : ܭ

ݔلیكن   ∈ ܽ ∙ ܭ ∙ ܽିଵ   عندئذٍ یوجدℎ ∈ ݔبحیث  :     ܭ = ܽ ∙ ℎ ∙ ܽିଵ 

ℎ ∈ ܭ = ⋂
஻∈ℒ

ܤ ⊂   ܤ

ݔوبالتالي  = ܽ ∙ ℎ ∙ ܽିଵ ∈ ܤوذلك أیا كان    ܤ ∈ ℒ  َّفإنَّ : ܩزمرة جزئیة ناظمیة في  ܤ, وبما أن  

ݔ = ܽ ∙ ℎ ∙ ܽିଵ ∈ ⋂
஻∈ℒ

ܤ =    ܭ

ܽو مما سبق نجد أنَّ   ∙ ℎ ∙ ܽିଵ ⊆   زمرة جزئیة ناظمیة . ܭأي أنَّ   ܭ

(ܩ)ℤ   ـ 2 ⊆   لنثبت أنھا لیست خالیة :  ܩ

ݔ	∀ ∈ ݁		ܩ ∙ ݔ = ݔ ∙ ݁ ⟹ ݁ ∈ ℤ(ܩ) ≠ ∅  

,ܽلیكن  ܾ ∈ ℤ(ܩ)  : ٍعندئذ  

ݔ	∀ ∈ ܩ ቄܽ ∙ ݔ = ݔ ∙ ܽ
ܾ ∙ ݔ = ݔ ∙ ܾ   
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ܾ ∙ ݔ = ݔ ∙ ܾ ⟹ ݔ = ܾିଵ ∙ ݔ ∙ ܾ ⟹ ݔ ∙ ܾିଵ = ܾିଵ ∙   ݔ

ܽلنبرھن أنَّ   ∙ ܾିଵ ∈ ℤ(ܩ)  :  

ܽ)ݔ ∙ ܾିଵ) = ݔ) ∙ ܽ)ܾିଵ = (ܽ ∙ ଵିܾ(ݔ = ܾିଵ(ܽ ∙ (ݔ = (ܾିଵ ∙ ݔ(ܽ = (ܽ ∙ ܾିଵ)ݔ   

ܽوبذلك یكون  ∙ ܾିଵ ∈ ℤ(ܩ)   ومنھℤ(ܩ)   ܩزمرة جزئیة في .  

ܿ, لیكن  ܩناطمیة في  (ܩ)ℤلنبرھن أنَّ الزمرة  ∈ ܿولنبرھن على أنَّ   ܩ ∙ ℤ(ܩ) ∙ ܿିଵ ⊆ ℤ(ܩ)  

ݓلیكن   ∈ ܿ ∙ ℤ(ܩ) ∙ ܿିଵ   ݑومنھ یكون یوجد ∈ ℤ(ܩ) : بحیث یحقق  

ݓ = ܿ ∙ ݑ ∙ ܿିଵ = ݑ ∙ ܿ ∙ ܿିଵ = ݑ ∈ ℤ(ܩ)   

  ناظمیة . (ܩ)ℤومنھ یكون  

ܩتبدیلیة فإنَّ   ܩإذا كانت الزمرة  : نتیجة = ℤ(ܩ) .  

  :  مبرھنة

,ܪزمرة ,  ܩلتكن    , عندئذٍ القضایا التالیة صحیحة : ܩزمر جزئیة في   ܭ
ܪإذا كان     ـ 1 ⊆ ܭ ⊆   . ܭتكون ناظمیة في  ܪفإنَّ  ܩناظمیة في  ܪوكانت  ܩ
(ܪ:ܩ)إذا كان     ـ 2 =   . ܩناظمیة في  ܪعندئذٍ تكون الزمرة الجزئیة   2

   : الإثبات
݇, أي لنبرھن أنَّ :   ܭناظمیة في  ܪلنبرھن على أنَّ    ـ 1 ∙ ܪ ∙ ݇ିଵ ⊆ ݇	∀		;			ܪ ∈  ܭ

݇لیكن   ∈ ݇عندئذٍ   ܭ ∈ ݇ ومنھ حسب الفرض  ܩ ∙ ܪ ∙ ݇ିଵ ⊆   ܪ

(ܪ:ܩ)لنفرض أنَّ    ـ 2 = ܽولتكن الثانیة   ܪأي یوجد مرافقتین الأولى   2 ∙   ܪ
  نمیز حالتین :

ܽ ∈ ܽعندئذٍ    ܪ ∙ ܪ = ܪ ∙ ܽ =   . ܩناظمیة في   ܪأي حسب التعریف تكون   ܪ
ܽ ∉ ܩومنھ كون المرافقات تشكل تجزئة :     ܪ = ܽ⋃ܪ ∙   ܪ

ܽ ∙ ܪ = ܪ\ܩ = ܪ ∙ ܽ   

  . ܩناظمیة في   ܪومنھ تكون  

  : تمرین

  أعط مثال تبین من خلالھ أنَّ جداء زمرتین جزئیتین لیس بالضرورة أن یكون زمرة جزئیة .
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  ط التالیة متكافئة :و, الشر ܩزمر جزئیة في  ܤ,ܣزمرة ,  ܩلتكن  : مبرھنة
ܣ ـ   1 ∙   . ܩزمرة جزئیة في   ܤ
ܣـ    2 ∙ ܤ =   . 〈ܤ⋃ܣ〉
ܣـ   3 ∙ ܤ = ܤ ∙   . ܣ

2) الإثبات : ⟸ ܣلنفرض   : (1 ∙   , لدینا : ܩزمرة جزئیة في  ܤ

∀	ܽ ∈ ;			ܣ ܽ = ܽ ∙ ݁
௘∈஻

	 ∈ ܣ ∙ ܤ
∀	ܾ ∈ ;			ܤ ܾ = ݁

௘∈஺
∙ ܾ	 ∈ ܣ ∙ ൡܤ ⟹ ܤ⋃ܣ ⊆ ܣ ∙    ܤ

〈ܤ⋃ܣ〉أي :   ܤ⋃ܣوالزمرة المولدة بالاجتماع أصغر زمرة تحوي  ⊆ ܣ ∙   ܤ
ݔلیكن  ∈ ܣ ∙ ܽ عندئذٍ یوجد ܤ ∈ ܾ,    ܣ ∈ ݔبحیث   ܤ = ܽ ∙ ,ܽوبما أنَّ  ܾ ܾ ∈   ܤ⋃ܣ

ܤ⋃ܣ ⊆    〈ܤ⋃ܣ〉

ݔ = ܽ ∙ ܾ ∈ 〈ܤ⋃ܣ〉 ⟹ ܣ ∙ ܤ ⊆ 〈ܤ⋃ܣ〉 ⟹
من	الاحتوائین

ܣ ∙ ܤ =    〈ܤ⋃ܣ〉

(3 ⟸ ܣلنفرض أنَّ   :  (2 ∙ ܤ =    〈ܤ⋃ܣ〉
ݔلیكن  ∈ ܣ ∙ ܽدئذٍ یوجد عن ܤ ∈ ܾ,    ܣ ∈ ݔبحیث    ܤ = ܽ ∙ ܾ   
ଵିݔومنھ  ∈ ܣ ∙ ଵܽوأیضاً یكون یوجد  ܤ ∈ ଵܾ,    ܣ ∈ ଵିݔبحیث    ܤ = ܽଵ ∙ ܾଵ  

ݔ = ଵି(ଵିݔ) = (ܽଵ ∙ ܾଵ)ିଵ = ܾଵିଵ ∙ ܽଵିଵ   

ܾଵିଵ ∙ ܽଵିଵ ∈ ܤ ∙ ܣ ⟹ ܣ ∙ ܤ ⊆ ܤ ∙    ܣ

ݕلیكن  ∈ ܤ ∙ ܣ
஻∙஺⊆ீ

ଶܾعندئذٍ یوجد    ∈ ଶܽ,    ܤ ∈ ݕبحیث    ܣ = ܾଶ ∙ ܽଶ  

ݕ = ଵି(ଵିݕ) = (ܽଶିଵ ∙ ܾଶିଵ)ିଵ ∈ ܣ ∙ ܤ ⟹ ݕ ∈ ܣ ∙ ܤ ⟹ ܤ ∙ ܣ ⊆ ܣ ∙    ܤ

ܣومن الاحتوائین  ∙ ܤ ⊆ ܤ ∙ ܤ,    ܣ ∙ ܣ ⊆ ܣ ∙ ܣ  یكون  ܤ ∙ ܤ = ܤ ∙   ܣ

(1 ⟸ ݁لیستا خالیتین فالجداء لیس خالي :   ܤ,ܣبما أنَّ  : (3 = ݁ ∙ ݁ ∈ ܣ ∙    ܤ
,ݔلیكن   ݕ ∈ ܣ ∙ ݔ  عندئذٍ یوجد  ܤ = ܽଷ ∙ ܾଷ    ,ݕ = ܽସ ∙ ܾସ   ܽحیثଷ, ܽସ ∈ ,ଷܾ,    ܣ ܾସ ∈   ܤ

ݔ ∙ ଵିݕ = (ܽଷ ∙ ܾଷ)(ܽସ ∙ ܾସ)ିଵ = ܽଷ ∙ ܾଷ ∙ ܾସିଵᇩᇭᇪᇭᇫ
∈஻

∙ ܽସିଵᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
∈஻∙஺ୀ஺∙஻

   

ହܽومنھ یوجد   ∈ ହܾ,    ܣ ∈ ଷܽبحیث :      ܤ ∙ ܾଷ ∙ ܾସିଵ ∙ ܽସ = ܽଷ ∙ ܽହ ∙ ܾହ 
ݔوبما أنَّ   ∙ ଵିݕ = ܽଷ ∙ ܽହ ∙ ܾହ ∈ ܣ ∙ ܣتكون   ܤ ∙   . ܩزمرة جزئیة في  ܤ
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  : مبرھنة

,ܣزمرة ,   ܩلتكن    عندئذٍ یكون :  ܩناظمیة في  ܤ, إذا كانت  ܩزمرة جزئیة في  ܤ
ܣ     ـ 1 ∙   . ܩزمرة جزئیة في   ܤ
ܣ    ـ 2 ∙ ܤ =   . 〈ܤ⋃ܣ〉
ܣ    ـ 3 ∙ ܤ = ܤ ∙  . ܣ

  : الإثبات
∅عندئذٍ  ܩناظمیة في  ܤلنفرض أنَّ الزمرة الجزئیة     ـ 1 ≠ ܣ ∙ ܤ ⊆   ܩ

,ݔلیكن  ݕ ∈ ܣ ∙ ݔعندئذٍ :  ܤ = ܽଵ ∙ ܾଵ    ,ݕ = ܽଶ ∙ ܾଶ   بحیث ܽଵ, ܽଶ ∈ ,ଵܾ,    ܣ ܾଶ ∈  ܤ

ݔ ∙ ଵିݕ = ܽଵ ∙ ܾଵ ∙ ܾଶିଵ ∙ ܽଶିଵ = ܽଵ(ܾଵ ∙ ܾଶିଵ)ܽଶ = ܽଵ ∙ ݁(ܾଵ ∙ ܾଶିଵ)ܽଶିଵ   

= ܽଵ ∙ ܽଶିଵᇣᇧᇤᇧᇥ
∈஺

∙ ܽଶ(ܾଵ ∙ ܾଶିଵ)ܽଶିଵᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
⊆஻	ناظمیة

⟹ ݔ ∙ ଵିݕ ∈ ܣ ∙    ܤ

ܣومنھ تكون  ∙   . ܩزمرة جزئیة في  ܤ

  والمبرھنة الأخیرة .   ـ1ینتج من     ـ3و     ـ 2كل من  

  

  ارج ـــرة الخــزم

  ,  لنأخذ المجموعة : ܩزمرة جزئیة ناظمیة في  ܪزمرة و  ܩلتكن 

ܩ
ൗܪ = {	ܽ ∙ 	ܪ ∶ 		ܽ ∈   {	ܩ

  التكافؤ بالشكل التالي :ونعرف علاقة 

∀	ܽ, ܾ ∈ ܾߩܽ					ܩ ⟺ ቄܽ ∙ ܾ
ିଵ ∈ ܪ ⟺ ܾ ∙ ܪ = ܽ ∙ ܪ

⟺ ܪ ∙ ܽ = ܪ ∙ ܾܽିଵ ∙ ܾ ∈ ܪ
  یكفي	إحداھا				

ܩھي علاقة تكافؤ ..  وصفوف تكافؤ ھذه العلاقة ھي  
   " وظیفة"   ൗܪ

  

  ... انتھت المحاضرة ...


