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 الثانیةالسنة : جامعة دمشق                                –كلیة العلوم قسم الریاضیات 

 الأولالفصل :                                          )      1البنى الجبریة ( المقرر : 

   2013/11/04التاریخ :                                                        )  10 (المحاضرة : 

  دوارة . زمرة كل زمرة منتھیة مرتبتھا عدد أولي تكونمبرھنة : 

  الإثبات :
:ܩ)زمرة منتھیة وأنَّ   ܩلنفرض أنَّ   1) =   الزمرة تحوي على الأقل عنصرین " عدد أولي "ھذه ݌حیث  ݌

ݔلیكن  ∈ ݔبحیث  ܩ ≠ :〈ݔ〉)فإنَّ  ܩزمرة جزئیة في  〈ݔ〉ومنھ  ݁ 1) > ݔلأنَّ    1 ≠ ݁  

  وحسب مبرھنة لاغرانج فإنَّ :

:ܩ) 1) = :ܩ) :〈ݔ〉)(〈ݔ〉 1)   

݌ = :ܩ) (〈ݔ〉 :〈ݔ〉) 1)ᇣᇧᇤᇧᇥ
(〈௫〉:ଵ)வଵ

⟹ :〈ݔ〉) 1) = ݌ ⟹ ܩ =    〈ݔ〉

  تمھیدیة :

  , عندئذٍ القضایا التالیة صحیحة : ݊زمرة منتھیة مرتبتھا  ܩلتكن 
ܽأیاً كان   ـ 1 ∈ ௡ܽفإنَّ  ܩ = ݁ .  
ܽأیاً كان   ـ 2 ∈ (ܽ)0  , ܩ =   . ݊یقسم  ݇عندئذٍ فإنَّ   ݇

  الإثبات :

  : ݊زمرة منتھیة مرتبتھا  ܩلیكن 

௡݁	إذا كان   ـ1 = ݁ ⟸ ܽ = ݁    

ܽلنفرض أنَّ  ≠ ܪ, لنأخذ الزمرة الجزئیة   ݁ = :ܪ)ولنفرض أنَّ   〈ܽ〉 1) = عندئذٍ حسب لاغرانج   ݉
   ݊یقسم  ݉فإنَّ 

݇ومنھ یوجد  ∈ ℤ   : ݊بحیث = ݉ ∙ ݇					  

݉ = :ܪ) 1) = 0(ܽ)  

ܽ௡ = ܽ௠∙௞ = (ܽ௠)௞ = ݁௞ = ݁   

(ܽ)0لنفرض أنَّ    ـ 2 = ܪولنأخذ الزمرة    ݇ = :ܪ),  عندئذٍ :  〈ܽ〉 1) = 0(ܽ) = ݇  
  . ݊یقسم  ݇وحسب لاغرانج یكون  
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,ܽزمرة ,   ܩلتكون  : تمرین ܾ ∈ (ܽ)0ولنفرض أنَّ    ܩ = ݊			,			0(ܾ) = ݉ 
ܽإذا كان  ∙ ܾ = ܾ ∙ ݁وكان   ܽ =   عندئذٍ :  〈ܾ〉⋂〈ܽ〉

0(ܽ ∙ ܾ) =    (݉,݊)݉ܿܫ

݇كلاھما موجب فالمضاعف موجود , لنفرض أنَّ  ݉,݊بالفرض  : الحل = ومنھ حسب تعریف  (݉,݊)݉ܿܫ
,ݏالمضاعف یوجد  ݐ ∈ ℤ : بحیث  

݇ = ݏ ∙ ݊					,					݇ = ݐ ∙ ݉   

(ܽ ∙ ܾ)௞ = (ܽ ∙ ܾ) (ܽ ∙ ܾ)… (ܽ ∙ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
௞	مرة

ܾ ) = ܽ௞ ∙ ܾ௞ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
	௔∙௕ୀ௕∙௔

   

= ܽ௦∙௡ ∙ ܾ௧∙௠ = (ܽ௡)௦ ∙ (ܾ௠)௧ = ݁   

ߣلنفرض أنَّ  = 0(ܽ ∙ ܽ)ومنھ  یكون    (ܾ ∙ ܾ)ఒ = ݁  

…(1)ومنھ یكون   ߣ		 ≤ ݇   

(ܽ ∙ ܾ)ఒ = ܽఒ ∙ ܾఒ = ݁   

ܽఒ = ܾିఒ ∈ 〈ܽ〉⋂〈ܾ〉 = ݁   

ఒܽومنھ :        = ݁ᇣᇧᇤᇧᇥ
ఒ	یقسم	௡

					,				 	ܾఒ = ݁ᇣᇧᇤᇧᇥ
ఒ	یقسم	௠

…(2)ومنھ فإنَّ     ߣ	 ≥ ,(1)ومن  ݇ ߣیكون  (2) = ݇   

,ܽزمرة ,   ܩلتكن  : تمرین ܾ ∈ (ܽ)0وَ      ܩ = ݊				,				0(ܾ) = ݉  
ܽإذا كان  ∙ ܾ = ܾ ∙ (݉,݊)݀ܿ݃وأنَّ     ܽ =   عندئذٍ :   1

〈ܽ〉⋂〈ܾ〉 = ݁					 ∧ 						0(ܽ ∙ ܾ) = ݊ ∙ ݉   

ݕلیكن   : الحل ∈   عندئذٍ :  〈ܾ〉⋂〈ܽ〉

ݕ = ܽఉ					,					ݕ = ܾఋ					; ,ߚ ߜ ∈ ℤ   

  لنفرض :

(ݕ)0 = ௦ݕومنھ      ݏ = ௠ݕ  ))  ومنھ ݉,݊یقسم كل من  ݏ(( حسب مبرھنة فإنَّ    ݁ = ௡ݕ = ݁  

ݏحسب الفرض  = ݕوبالتالي    1 = 〈ܾ〉⋂〈ܽ〉ومنھ   ݁ = ݁  

  وحسب التمرین السابق :  

0(ܽ ∙ ܾ) = (݉,݊)݉ܿܫ = ݉ ∙ ݊   
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   2زمرة تبدیلیة تحوي عنصرین مرتبة كل منھما  ܩلتكن  : تمرین
 . 4تحوي زمرة جزئیة مرتبتھا  ܩأثبت أنَّ 

,ܽلیكن   : الحل ܾ ∈ (ܽ)0وَ    ܩ = 2			,				0(ܾ) = 2  

ܽଶ = ܾଶ = ݁   

ܪولنأخذ المجموعة    = {݁, ܽ, ܾ, ܽ ∙   فنجد :  {ܾ

  

  

  

  

  

,ܽزمرة ,   ܩلتكن  : تمرین ܾ ∈ ܽبحیث   ܩ ∙ ܾ = ܾ ∙   ولنفرض أنَّ ܽ
0(ܽ) = ݊			,			0(ܾ) = (݉,݊)݀ܿ݃, إذا كان    ݉ =   عندئذٍ : 1

〈ܽ ∙ ܾ〉 = 〈ܽ, ܾ〉 = {	ܽ௜ ∙ ܾ௝			0 ≤ ݅ < ݊		, 0 ≤ ݆ < ݉	}  

   : الحل

ܽ〉لنبرھن أولاً أنَّ  ∙ ܾ〉 = 〈ܽ, ܾ〉    

,ܽلدینا   ܾ ∈ 〈ܽ, ܽنھ  مو  〈ܾ ∙ ܾ ∈ 〈ܽ, ܾ〉 ⟸ 〈ܽ ∙ ܾ〉 ⊆ 〈ܽ, ܾ〉  

(݉,݊)݀ܿ݃من جھة أخرى بما أنَّ   = ,ݏیوجد    1 ݐ ∈ ℤ  : بحیث  

1 = ݏ ∙ ݊ + ݐ ∙ ݉   

ܽଵ = ܽ௦∙௡ା௧∙௠ = ܽ௦∙௡ ∙ ܽ௧∙௠ = ܽ௧∙௠ = ܽ௧∙௠ ∙ (ܾ௠)௧ = (ܽ ∙ ܾ)௧∙௠ ∈ 〈ܽ ∙ ܾ〉   

ܾଵ = ܾ௦∙௡ା௧∙௠ = ܾ௦∙௡ ∙ ܾ௧∙௠ = ܾ௦∙௡ = ܾ௦∙௡ ∙ (ܽ௡)௦ = (ܽ ∙ ܾ)௦∙௡ ∈ 〈ܽ ∙ ܾ〉  
,ܽأصبح لدینا   ܾ ∈ 〈ܽ ∙ ܾ〉  ⟸ 〈ܽ, ܾ〉 ⊆ 〈ܽ ∙ ܽ〉ومن الاحتوائین یكون    〈ܾ ∙ ܾ〉 = 〈ܽ, ܾ〉  

〈ܽ ∙ ܾ〉 = {	(ܽ ∙ ܾ)௞				݇ ∈ ℤ	}  
(ܽ ∙ ܾ)௞ = ܽ௞ ∙ ܾ௞ 						0 ≤ ݇ < ݊		, 0 ≤ ݇ < ݉   

   

ܽ ∙ ܾ   ܾ   ܽ  ݁    
ܽ ∙ ܾ   ܾ   ܽ   ݁   ݁   
ܾ   ܽ ∙ ܾ   ܽଶ = ݁   ܽ   ܽ   
ܽ   ܾଶ = ݁   ܽ ∙ ܾ   ܾ   ܾ   
݁   ܽ   ܾ   ܽ ∙ ܾ   ܽ ∙ ܾ   

 وذلك لأنَّ ܩزمرة جزئیة في  ܪ
∀	ܽ, ܾ ∈ ;			ܪ 			ܽ ∙ ܾ ∈   ܪ

  منتھیة ܪوذلك كونً 
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  الــزمرة الجزئیــة الناظمیـــة

  : تعریف
  إذا حققت الشرط : ܩإنھا ناظمیة في  ܪ, نقول عن الزمرة الجزئیة  ܩزمرة جزئیة في  ܪزمرة و  ܩلتكن 

∀	ܽ ∈ ;				ܩ 				ܽ ∙ ܪ = ܪ ∙ ܽ  
  : مبرھنة

  , الشروط التالیة متكافئة : ܩزمرة جزئیة في  ܪزمرة و  ܩلتكن 
  . ܩناظمیة في  ܪالزمرة الجزئیة   ـ 1
ܽ	∀     ـ 2 ∈ ;				ܩ 			ܽ ∙ ܪ ∙ ܽିଵ ⊆  ܪ
ܽ	∀     ـ 3 ∈ ;				ܩ 			ܽିଵ ∙ ܪ ∙ ܽ ⊆   ܪ

2) : الإثبات ⟸   عندئذٍ : ܩناظمیة في  ܪلنفرض أنَّ الزمرة الجزئیة  : (1

ܽ ∙ ܪ = ܪ ∙ ܽ					∀	ܽ ∈    ܩ

ݔلیكن   ∈ ܽ ∙ ܪ ∙ ܽିଵ   عندئذٍ یوجدℎ ∈ ݔ   بحیث یحقق : ܪ = ܽ ∙ ℎ ∙ ܽିଵ  

ܽلدینا  ∙ ℎ ∈ ܽ ∙ ܪ = ܪ ∙ ℎଵومنھ یوجد   ܽ ∈ ܽبحیث  ܪ ∙ ℎ = ℎଵ ∙ ܽ 

ݔ = ܽ ∙ ℎ ∙ ܽିଵ = ℎଵ ∙ ܽ ∙ ܽିଵ = ℎଵ ∙ ݁ = ℎଵ ∈ ܪ ⟹ ܽ ∙ ܪ ∙ ܽିଵ ⊆    ܪ

(3 ⟸ ݕلیكن :  (2 ∈ ܽିଵ ∙ ܪ ∙ ℎعندئذٍ یوجد    ܽ ∈ ݕ حقق :بحیث ی  ܪ = ܽିଵ ∙ ℎ ∙ ܽ 

= ܽିଵ ∙ ℎ ∙ (ܽିଵ)ିଵ = ܾ ∙ ℎ ∙ ܾିଵ ∈ ܪ ⟹ ܽିଵ ∙ ܪ ∙ ܽ ⊆   ܪ

(1 ⟸ ߤلیكن  : (3 ∈ ܽ ∙ ℎଵعندئذٍ یوجد   ܪ ∈ ߤبحیث یحقق  :   ܪ = ܽ ∙ ℎଵ   

ߤ = ܽ ∙ ℎଵ ∙ ݁ = (ܽ ∙ ℎଵ ∙ ܽିଵ) ∙ ܽ = [(ܽିଵ)ିଵ ∙ ℎଵ ∙ ܽିଵ] ∙ ܽ   

= [ܾିଵ ∙ ℎଵ ∙ ܾ] ∙ ܽ ∈ ܪ ∙ ܽ ⟹ ܽ ∙ ܪ ⊆ ܪ ∙ ܽ  

ߣلیكن  ∈ ܪ ∙ ℎଶعندئذٍ یوجد  ܽ ∈ ߣبحیث یحقق :   ܪ = ℎଶ ∙ ܽ  

ߣ = ݁ ∙ ℎଶ ∙ ܽ = ܽ(ܽିଵ ∙ ℎଶ ∙ ܽ) ∈ ܽ ∙ ܪ ⟹ ܪ ∙ ܽ ⊆ ܽ ∙    ܪ

ܽحتوائین ومن الا ∙ ܪ ⊆ ܪ ∙ ܪ			,			ܽ ∙ ܽ ⊆ ܽ ∙ ܽیكون    ܪ ∙ ܪ = ܪ ∙ ܽ  .  

  ... انتھت المحاضرة ...

   


