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 الثانیةالسنة :                            جامعة دمشق             –كلیة العلوم قسم الریاضیات 

 الأول الفصل :                                                                  )3تحلیل ( المقرر :

    2013/12/1 التاریخ :                                                                  ) 16( المحاضرة :

 )( قانون 

		∀	݊ ≥ 1		; [(ݐ)݂]ܮ		 = (ݏ)ܨ 	⟹ ௡ݐ]ܮ . [(ݐ)݂ = (−1)௡ ௗ೙ி(௦)
ௗ௦೙

									(∗)		  

  (( بوساطة الإستقراء الریاضي )) البرھان :

  أولاً :

݊)عندما  = 	الشكل الآتي : (∗) تأخذ العلاقة (1

.ݐ]ܮ [(ݐ)݂ = (−1)	
(ݏ)ܨ	݀
ݏ݀

												 

	وھذا صحیح بملاحظة التالي :

(ݏ)ܨ			〈من	الفرض〉			 = න ݁ି௦௧. .(ݐ)݂ ݐ݀
ஶ

଴
 

	مرة واحدة نجد : (ݏ)ومنھ وباشتقاق الطرفین بالنسبة لـ 
(ݏ)ܨ݀
ݏ݀

=
݀
ݏ݀

න ݁ି௦௧. .(ݐ)݂ ݐ݀
ஶ

଴
		

حسب	الخاصة	الخطیّة
ሳልልልልልልልልልሰ 

= න
݀
ݏ݀

ஶ

଴
[݁ି௦௧ . .[(ݐ)݂ ݐ݀ = 	න ݐ−

ஶ

଴
. ݁ି௦௧. .(ݐ)݂  ݐ݀

= −න ݁ି௦௧
ஶ

଴
.ݐ] .[(ݐ)݂ ݐ݀ = .ݐ]ܮ−  [(ݐ)݂

  :إذاً 

.ݐ]ܮ− [(ݐ)݂ = ௗி(௦)
ௗ௦

⟹ .ݐ]ܮ [(ݐ)݂ = − ௗி(௦)
ௗ௦

  وھو المطلوب ...    

  ثانیاً :

݊)ولنبرھن صحتھا من أجل  (݊)صحیحة من أجل  (∗)لنفرض أن العلاقة  +   كما یلي : (1

௡ݐ]ܮቀ   بحسب الفرض الإستقرائي لدینا : . [(ݐ)݂ = (−1)௡ ௗ೙ி(௦)
ௗ௦೙

ቁ				 〈1〉  

	ولنبرھن صحة العلاقة التالیة :

ݕ = (ݔ)݂ ⟹ ᇱݕ =
ݕ݀
ݔ݀

=
݀
ݔ݀
	.  ݕ

ᇱᇱݕ = ᇱ(ᇱݕ) =
݀
ݔ݀
	. ᇱݕ =

݀
ݔ݀

.
݀
ݔ݀

.  ݕ

⟹ ᇱᇱݕ =
݀ଶ

ଶݔ݀
	 .  ݕ

ቆݕ(௡) =
݀௡

௡ݔ݀
	 .  ቇݕ

 ملاحظة 

 نعلم أن مفھوم الإشتقاق ھو : 

 "مؤثر الإشتقاق "         

 وبالتالي 

 وھكذا بالنسبة لجمیع المراتب  ومنھ :
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																ቆݐ]ܮ௡ାଵ. [(ݐ)݂ = (−1)௡ାଵ
݀௡ାଵ(ݏ)ܨ
௡ାଵݏ݀ ቇ 

〈ଵ〉	بحسب	
ሳልልልልሰ .௡ାଵݐ]ܮ [(ݐ)݂ = .ݐ]ܮ .௡ݐ) [((ݐ)݂ = −(−1)௡

݀
ݏ݀

.
݀௡(ݏ)ܨ
௡ݏ݀

= (−1)௡ାଵ
݀௡ାଵ(ݏ)ܨ
௡ାଵݏ݀

 

݊	أیاً كانت :   (݊)تكون صحیحة من أجل جمیع قیم   (∗)إذاً : فالعلاقة  ≥ 1..  

  

                                                                                                                        أمثلة 
	إذا علمت أن : [(ݐ)݂]ܮأوجد تحویل لابلاس 

(ݐ)݂ = 1 − ݐ +
1
2!
ଶݐ	 −

1
3!
 ଷݐ	

  مؤثر خطي فیمكننا أن نكتب : ܮبما أن  الحل :

[(ݐ)݂]ܮ = ܮ ൤1 − ݐ +
1
2!
ଶݐ −

1
3!
ଷ൨ݐ = [1]ܮ − [ݐ]ܮ +

1
2!
[ଶݐ]ܮ −

1
3!
 [ଷݐ]ܮ

=
1
ݏ −

1
ଶݏ +

1
2! .

2!
ଷݏ −

1
3! .

3!
ସݏ 	= 	

1
ݏ −

1
ଶݏ +

1
ଷݏ −

1
 													ସݏ

  
  

(ݐ)݂																	 = ଶݐ3 + 2݁ି௧ − 5 cos ݐ − 4 
.4                 الحل :   ଴ݐ

                  
[(ݐ)݂]ܮ = [ଶݐ]ܮ3 + [௧ି݁]ܮ2 − cos]ܮ5 [ݐ −  																																									[1]ܮ4

																= 3
2!
ଷݏ + 2

1
ݏ + 1 − 5

ݏ
ଶݏ + 1ଶ − 4

1
ݏ 	= 	

6
ଷݏ +

2
ݏ + 1 −

ݏ5
ଶݏ + 1 −

4
 		ݏ

  

(ݐ)݂ = cos ቀ3ݐ +
ߨ
4
ቁ 

   الحل :
  نعلم أنھ :  

 
									cos(ݔ + (ݕ = cos ݔ . cos ݕ − sin ݔ . sin 			ݕ  〈دستور	النسبة	المثلثلیة	لمجموع	زاویتین〉

  

⟹ (ݐ)݂ = cos ݐ3 . cos
ߨ
4 − sin ݐ3 . sin

ߨ
4 =

√2
2 cos ݐ3 −

√2
2 sin  ݐ3
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⟹ [(ݐ)݂]ܮ =
√2
2
cos]ܮ [ݐ3 −

√2
2
sin]ܮ [ݐ3 =

√2
2
.

ݏ
ଷݏ + 9

−
√2
2
.

3
ଶݏ + 9

=
ݏ	2√ − 3√2
ଶݏ2 + 18  

(ݐ)݂ = ݁ିଷ௧ . sin  ݐ2

	الحل :             

sin]ܮ [ݐ2 =
2

ଶݏ + 4 = 	(ݏ)ܨ

	ومنھ :              

[(ݐ)ܨ]ܮ =
2

ݏ) + 3)ଶ + 4
=

2
ଶݏ + ݏ6 + 13

	

  

(ݐ)݂ = .ଷݐ ݁ିଷ௧ 

	( طریقة أولى ) الحل :             

[ଷ௧ି݁]ܮ =
1

ݏ + 3
=  (ݏ)ܨ

[(ݐ)݂]ܮ = .ଷݐ]ܮ ݁ିଷ௧] = (−1)ଷ
݀ଷ(ݏ)ܨ
ଷݏ݀ 						(∗) 

	ولكن :         

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
(ݏ)ᇱܨ⎧ =

−1
ݏ) + 3)ଶ																																			

(ݏ)ᇱᇱܨ =
ݏ)2 + 3)
ݏ) + 3)ସ

=
2

ݏ) + 3)ଷ
											

	

(ݏ)ᇱᇱᇱܨ =
−2.3. ݏ) + 3)ଶ

ݏ) + 3)଺
=

−6
ݏ) + 3)ସ

					⟹ [(ݐ)݂]ܮ	 = −
−6

ݏ) + 3)ସ
=

6
ݏ) + 3)ସ

 

  ( طریقة ثانیة )                 

	یمكننا أن نكتب :                  

(ݐ)݂ = ݁ିଷ௧ . ଷݐ 	⟹ [ଷݐ]ܮ =
3!
ସݏ

=
6
ସݏ
=  (ݏ)ܨ

	وبالتالي :                  

[(ݐ)݂]ܮ = ଷ௧ି݁]ܮ . [ଷݐ = ݏ)ܨ + 3) =
6

ݏ) + 3)ସ
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(ݐ)݂ = 		ݐଶ݊݅ݏ
	الحل :                

(ݐ)݂ = 	ݐଶ݊݅ݏ =
1
2
(1 − cos  (ݐ2

⟹ [(ݐ)݂]ܮ =
1
2
[1]ܮ) − cos]ܮ ([ݐ2 =

1
2 ൬
1
ݏ −

ݏ
ଶݏ + 4൰ 

	
	قاعدة :

[(ݐ)݂]ܮ = (ݏ)ܨ ⟹ ܮ ቈ
(ݐ)݂݀
ݐ݀ ቉ = .ݏ (ݏ)ܨ − ݂(0) 

  :البرھان 

ܮ ቈ
(ݐ)݂݀
ݐ݀

቉ = න ݁ି௦௧ .
(ݐ)݂݀
ݐ݀

. ݐ݀
ାஶ

଴
 

ݑ = ݁ି௦௧ ⟹ ݑ݀ = .ݏ− ݁ି௦௧ . ,			ݐ݀ ݒ݀ = ௗ௙(௧)
ௗ௧

. ݐ݀ ⟹ ݒ =  																					(ݐ)݂

⟹ ܮ ቈ
(ݐ)݂݀
ݐ݀

቉ = ቈ
(ݐ)݂
݁௦௧

቉
଴

ஶ

+ නݏ ݁ି௦௧ . .(ݐ)݂ ݐ݀
ஶ

଴
= ൫0 − ݂(0)൯ + .ݏ  (ݏ)ܨ

⟹ ቈܮ
(ݐ)݂݀
ݐ݀

቉ = .ݏ (ݏ)ܨ − ݂(0) 

	ومنھ :      

ܮ ቈ
݀ଶ݂(ݐ)
ଶݐ݀

቉ = .ݏ]ݏ (ݏ)ܨ − ݂(0)] − ݂ᇱ(0) ⟹ [(ݐ)ᇱᇱ݂]ܮ = .ଶݏ (ݏ)ܨ − .ݏ ݂(0) − ݂ᇱ(0) 

	إذاً  نستنتج أن :

⎩
⎪
⎨

⎪
݂]ܮ⎧

ᇱ(ݐ)] = .ݏ (ݏ)ܨ − ݂(0)																																																																			
[(ݐ)ᇱᇱ݂]ܮ = .ଶݏ (ݏ)ܨ − .ݏ ݂(0) − ݂ᇱ(0)																																												
[(ݐ)ᇱᇱᇱ݂]ܮ = .ଷݏ (ݏ)ܨ − .ଶݏ ݂(0) − .ݏ ݂ᇱ(0) − ݂ᇱᇱ(0)																				
൧(ସ)݂ൣܮ = .ସݏ (ݏ)ܨ − .ଷݏ ݂(0) − .ଶݏ ݂ᇱ(0) − .ݏ ݂ᇱᇱ(0) − ݂ᇱᇱᇱ(0)

 

  وھكذا ..

                                                                                   تمرین :                                
ݔللمعادلة التفاضلیة الآتیة والذي من أجلھ یكون  خاصأوجد الحل ال = ݐعندما  3 = 0 ..  

ݔ݀
ݐ݀

+ ݔ2 = ݁ି௧ 
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ݔینا لد     الحل : = [(ݐ)ݔ]ܮولنفرض أن :   (ݐ)ݔ =  (ݏ)ܺ

⟹ ൭ቈܮ
(ݐ)ݔ݀
ݐ݀

቉ + ൱(ݐ)ݔ2 = [௧ି݁]ܮ ⟹ ܮ ቈ
(ݐ)ݔ݀
ݐ݀

቉ + [(ݐ)ݔ]ܮ2 =
1

ݏ + 1
 

.ݏ (ݏ)ܺ − (0)ݔ + (ݏ)2ܺ =
1

ݏ + 1
⟹ .ݏ ܺ − 3 + (ݏ)2ܺ =

1
ݏ + 1

 

⟹ .(ݏ)ܺ ݏ) + 2) = 3 +
1

ݏ + 1
⟹ (ݏ)ܺ =

3
ݏ + 2

+
1

ݏ) + ݏ)(2 + 1)
=

ݏ3 + 3 + 1
ݏ) + ݏ)(2 + 1)

	 

																																																						=
ݏ3 + 4

ݏ) + ݏ)(2 + 1)
=

ܣ
ݏ + 2

+
ܤ

ݏ + 1
 

نوحد	المقامات	ونحذفھا
ሳልልልልልልልልልሰ ݏ3	 + 4 = ܣ) + ݏ(ܤ + ܣ) + (ܤ2 ⟹ ቄ ܣ + ܤ = 3

ܣ + ܤ2 = 4 ⟹ ܤ = 1	, ܣ = 2 

⟹ (ݏ)ܺ =
2

ݏ + 2
+

1
ݏ + 1

 

⟹ (ݐ)ݔ = [(ݏ)ܺ]ଵିܮ = 2. ଵିܮ ൤
1

ݏ + 2
൨ + ଵିܮ ൤

1
ݏ + 1

൨ ⟹ (ݐ)ݔ = 2. ݁ିଶ௧ + ݁ି௧ 

   

  ... وظیفة ...

  من أجل : [(ݐ)݂]ܮأوجد تحویل لابلاس 

(ݐ)݂ = .ݐ sin  ݐ݇

(ݐ)݂ = .ݐ cos  ݐ݇

  ℛ	߳	݇حیث :                         

  

  ...) 16... انتھت المحاضرة (

  

  

 


