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  الثانیةالسنة :                      جامعة دمشق             –كلیة العلوم قسم الریاضیات 
  الأول الفصل :                                                    ) 1بنى جبریة (  المقرر :

                                                          )  16 ( : المحاضرة

  المجموع المباشر للزمر

  : ܩزمر جزئیة في  ܭ,ܪزمرة و   ܩلتكن 
ܩ:           ܭ,ܪمجموع مباشر للزمرتین  ܩنقول إنَّ  = ܪ ×   إذا تحقق :  ܭ

,ܪ   ـ 1   . ܩزمرتین جزئیتین ناظمیتین في   ܭ
ܩ   ـ 2 = ܪ ∙  ܭ
ܭ⋂ܪ   ـ 3 = 〈݁〉  

,ܪزمرة و  ܩلتكن  تمھیدیة :  ܭ⋂ܪ, إذا كان  ܩزمر جزئیة ناظمیة في  ܭ =   عندئذٍ أیاً كان  〈݁〉
ℎ ∈ ݎ			,			ܪ ∈ ℎفإنَّ       ܭ ∙ ݎ = ݎ ∙ ℎ  

ݎلیكن البرھان :  ∈ ,		ܭ ℎ ∈   عندئذٍ :  ܪ

ℎ ∙ ݎ ∙ ℎିଵ ∙ ଵିݎ = (ℎ ∙ ݎ ∙ ℎିଵ)ିݎଵ ∈    (	لأنَّ	ܭ	ناظمیة	)		ܭ

ℎ ∙ ݎ ∙ ℎିଵ ∙ ଵିݎ = ℎ(ݎ ∙ ℎିଵ ∙ (ଵିݎ ∈    (	لأنَّ	ܪ	ناظمیة	)	ܪ

ℎ ∙ ݎ ∙ ℎିଵ ∙ ଵିݎ ∈ ܭ⋂ܪ = 〈݁〉 ⟹ ℎ ∙ ݎ ∙ ℎିଵ ∙ ଵିݎ = ݁ ⟹ ℎ ∙ ݎ = ݎ ∙ ℎ   

ܪ ملاحظة :  ∙ ܭ = ܭ ∙ ,଴݇ھذا لا یعني أنَّ الزمرة تبدیلیة , العناصر التي تتبادل ھي فقط  ܪ ℎ଴  

  

,ܪزمرة ولیكن  ܩلتكن مبرھنة :    عندئذٍ الشروط الآتیة متكافئة : ܩزمر جزئیة ناظمیة في  ܭ
ܩ   ـ 1 = ܪ ×   ܭ
݃أیاً كان    ـ 2 ∈ ݃یكتب بصورة وحیدة على النحو :   ݃فإنَّ  ܩ = ℎ଴݇଴  بحیثℎ ∈ ,		ܪ ݇଴ ∈  ܭ

2): الإثبات ⟸ 1) :  
ܩلنفرض أنَّ   = ܪ × ݃ولیكن  ܭ ∈ ܩ = ܪ ∙ ℎଵوبالتالي یوجد  ܭ ∈ ,ܪ ݇ଵ ∈ ݃بحیث  ܭ = ℎଵ݇ଵ 

ℎଶلنفرض أنھ یوجد  ∈ ,ܪ ݇ଶ ∈ ݃بحیث  ܭ = ℎଶ݇ଶ 

ℎଵ݇ଵ = ℎଶ݇ଶ ⟹ ℎଵ = ℎଶ݇ଶ݇ଵିଵ ⟹ ℎଶିଵℎଵᇩᇪᇫ
∈ு

= ݇ଶ݇ଵିଵᇩᇪᇫ
∈௄

∈ ܭ⋂ܪ = 〈݁〉  

ℎଶିଵℎଵومنھ یكون   = ℎଵوبالتالي  ݁ = ℎଶ  ,݇ଶ݇ଵିଵ = ଵ݇وبالتالي  ݁ = ݇ଶ .  

(1 ⟸ ,ܪ : (2 ܪومنھ  ܩزمر جزئیة ناظمیة في  ܭ ∙ ܭ ⊆    ܩزمرة جزئیة ناظمیة في  ܩ
݃لیكن  ∈ ݃حسب الفرض  ܩ = ℎ଴݇௢  حیثℎ଴ ∈ ,ܪ ݇଴ ∈  ܭ
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݃ = ℎ଴݇଴ ∈ ܪ ∙ ܭ ⟹ ܩ ⊆ ܪ ∙ ܭ ⟹ ܩ = ܪ ∙    ܭ

ܭ⋂ܪلنفرض جدلاً أنَّ   ≠ ݔعندئذٍ  〈݁〉 ∈ ݔو   ܭ⋂ܪ ≠ ݁  
ݔبما أنَّ  ∈ ℎ଴فإنھ یوجد  ܪ ∈ ݔبحیث  ܪ = ℎ଴  ݔو ∈ ଴݇فیوجد  ܭ ∈ ݔبحیث  ܭ = ݇଴  

ℎ଴ = ݇଴ ⟹ ℎ଴݇଴ିଵ = ݁ ∈ ܪ ∙ ܭ =    ܩ

݁وبما أنَّ الكتابة بشكل وحید و   = ݁ ∙ ℎ଴نجد أنَّ   ݁ = ݁, ݇଴ = ݔومنھ  ݁ = ܭ⋂ܪوبالتالي  ݁ = 〈݁〉 

  

,ܪزمرة و  ܩلتكن  : مبرھنة ܪعندئذٍ :   ܩزمر جزئیة ناظمیة في  ܭ × ܭ ≅   ܭ⨁ܪ

ܪ:݂لنعرف العلاقة  :                        : الإثبات × ܭ
															
ሱ⎯⎯⎯ሮܭ⨁ܪ  

∀	ℎ଴݇଴ ∈ ܪ × ;	ܭ ݂(ℎ଴݇଴) = (ℎ଴, ݇଴)   

ℎଵ݇ଵلیكن   ∈ ܪ ×   تطبیق متباین : ݂فنجد أنَّ  ܭ

ℎ଴݇଴ = ℎଵ݇ଵ ⟺ ℎ଴ = ℎଵ, ݇଴ = ݇ଵ ⟺ (ℎ଴, ݇଴) = (ℎଵ, ݇ଵ) ⟺ ݂(ℎ଴݇଴) = ݂(ℎଵ݇ଵ)   

,ݔ)غامر لأنَّ   ݂ (ݕ ∈ ݔفإنَّ   ܭ⨁ܪ ∈ ,ܪ ݕ ∈ ݕݔیوجد  ܭ ∈ ܪ × (ݕݔ)݂بحیث  ܭ = ,ݔ)   (ݕ

݂(ℎ଴݇଴ℎଵ݇ଵ) = (ℎ଴ℎଵ݇଴݇ଵ) = (ℎ଴ℎଵ, ݇଴݇ଵ) = (ℎ଴, ݇଴)(ℎଵ, ݇ଵ) = ݂(ℎ଴݇଴)݂(ℎଵ݇ଵ) 

ܪتماثل وبالتالي   ݂تشاكل , ومما سبق یكون  ݂ومنھ  × ܭ ≅   ܭ⨁ܪ

  

  الزمر التبدیلیة المنتھیة

   ݌عنصر مرتبتھ  ܩ, عندئذٍ یوجد في  ݌زمرة تبدیلیة مرتبتھا تقبل القسمة على العدد الأولي  ܩلتكن مبرھنة : 

:ܩ)لنفرض أنَّ  الإثبات :  1) = ݊وأنَّ   ݊ = ݌ ∙   عدد أولي ݌حیث أنَّ  ݉
݉..  من أجل   ݉الإثبات بالاستقراء حسب  =   عندئذٍ : 1

݊ = أي  ݌تھ بالتالي فإنَّ العنصر المولد مرتبو ݌تكون دوارة لأنَّ مرتبتھا  ܩوفي ھذه الحالة فإنَّ الزمرة   ݌
ܽیوجد  ∈ ܩبحیث  ܩ = (ܽ)0و  〈ܽ〉 = :ܩ) 1) =    ݌

  , نمیز حالتین : ܩلنفرض أنَّ المبرھنة صحیحة لأجل جمیع الزمر الجزئیة المحتواة تماماً في 

I : ܪزمرة جزئیة  ܩیوجد في  ـ الحالة الأولى ⊊    ݌ودلیلھا لا یقبل القسمة على  ܩ
ܪ,  ܩزمرة جزئیة في  ܪلنفرض  ⊊ :ܩ)ودلیلھا  ܩ   وحسب لاغرانج : ݌لا یقبل القسمة على  (ܪ

݌ ∙ ݉ = ݊ = :ܩ) 1) = :ܩ) :ܪ)(ܪ 1)  
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:ܪ)ومنھ نجد أنَّ   :ܩ)(لأنَّ  ݌تقبل القسمة على  (1 ) وحسب الفرض  ݌لاتقبل القسمة على  (ܪ
  . ݌تحوي عنصر مرتبتھ  ܩوبالتالي فإنَّ  ݌تحوي عنصر مرتبتھ  ܪالاستقرائي فإنَّ 

II   : ولنفرض أنَّ   ݌تقبل القسمة على  ܩأدلة جمیع الزمر الجزئیة في ـ  الحالة الثانیةℒ   ھي مجموعة كل
ولنفرض  ܭالعنصر ذو المرتبة الأكبر ولتكن  ℒ, لنأخذ من  ܩوالتي كل منھا لا یساوي  ܩالزمر الجزئیة في 

:ܭ)أي أنَّ   ݏأنَّ ھذه المرتبة ھي  1) =    ݏلایقسم  ݌,  ݏیقسم  ݌.. ونمیز حالتین :  ݏ
 ݌تحوي عنصر مرتبتھ  ܭفإنھ حسب الفرض الاستقرائي تكون  ݌یقبل القسمة على  ݏإذا كان :  ݏیقسم  ݌ـ  ݅

  . ݌تحوي عنصر مرتبتھ  ܩوبالتالي فإنَّ 
ܭ, بما أنَّ   ݌لا یقسم  ݏلنفرض أنَّ  : ݏلایقسم  ݌ـ  ݅݅ ⊊ ݔعنئدئذٍ یوجد  ܩ ∈ ݔبحیث  ܩ ∉    ܭ

ܶولنأخذ الزمرة الجزئیة  = :ܶ)نَّ  ولنفرض أ 〈ݔ〉 1) =    ݐ
,ܭزمرة تبدیلیة فإنَّ  ܩبما أنَّ  ܭومنھ فإنَّ  ܩزمرتین ناظمیتین في  ܶ ∙   وأنَّ : ܩزمرة جزئیة في  ܶ

ܭ ⊊ ܭ ∙ ܶ ⊆ ܩ ⟹ ܭ ∙ ܶ =    ܩ

  ومنھ : ( حسب مبرھنة التماثل الثانیة )

ீ
௄
= ௄∙்

௄
≅ ்

்⋂௄
   

(ܭ:ܩ) = (ܶ:    (ܭ⋂ܶ

:ܩ) 1) = :ܩ) :ܭ)(ܭ 1)   

:ܩ) 1) = (ܶ: :ܭ)(ܭ⋂ܶ 1)   

:ܶ)نجد أنَّ  ݌تقبل القسمة على  ܩوبما أنَّ مرتبة  :ܭ)( لأنَّ  ݌یقبل القسمة على  (ܭ⋂ܶ لایقبل القسمة  (1
  )  ݌على 

(ܶ: 1) = (ܶ: :ܭ⋂ܶ)(ܭ⋂ܶ 1)   

:ܶ)وھذا یبین أنَّ  1) = ھو  ݌تحوي عنصر مرتبتھ  ܶوحسب الفرض الاستقرائي فإنَّ  ݌یقبل القسمة على  ݐ

ݔ
೟
೛ ∈ ݔوكما أنَّ  ܶ

೟
೛ ∈   ... ܩ

  نتیجة :
  ݌زمرة جزئیة مرتبتھا  ܩ, عندئذٍ یوجد في  ݌زمرة تبدیلیة مرتبتھا تقبل القسمة على العدد الأولي  ܩلتكن 

  

  ... انتھت المحاضرة ...


