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  الثانیةالسنة :                      جامعة دمشق             –كلیة العلوم قسم الریاضیات 
  الأول الفصل :                                                    ) 1بنى جبریة (  المقرر :

                                                 والأخیرة)  17 ( : المحاضرة

  ـ زمر ܲالـ 

,ܽزمرة ولیكن  ܩلتكن  تعریف : ܾ ∈    ܩ
,ܽنقول إنَّ  ݔمترافقان إذا وجد  ܾ ∈ ܾبحیث  ܩ =   ଵିݔܽݔ

݁وینتج عن ذلك بأنَّ كل عنصر مترافق مع نفسھ لأنَّ  ∈ ܽبحیث  ܩ = ݁ܽ݁ିଵ 
(ܽ)ܮܥبالشكل:  ܽنرمز لمجموعة العناصر المترافقة مع  = ଵିݔܽݔ	} ∶ ݔ ∈   ܽصف ترافق العنصر  {	ܩ

  بالشكل : ߩعلاقة  ܩزمرة , لنعرف على  ܩلتكن  : تمھیدیة

∀	ܽ, ܾ ∈ ;	ܩ 	ܾߩܽ ⟺ ݔ	∃ ∈ ܩ ∶ ܾ =  ଵିݔܽݔ

  . ܩھي علاقة تكافؤ على  ߩالعلاقة    ـ 1عندئذٍ : 
ܽ∀وذلك   (ܽ)ܮܥھي صفوف الترافق  ߩصفوف تكافؤ العلاقة    ـ 2          ∈   . ܩ
(ܽ)ܮܥ	}المجموعة     ـ 3          ∶ ܽ ∈   . ܩتشكل تجزئة للزمرة   {	ܩ

ܽزمرة ولیكن  ܩلتكن تمھیدیة :  ∈   عندئذٍ : ܩ
(ܽ)ܥالمجموعة    ـ 1 = :ݔ	} ݔ ∈ ܽݔ			ܩ =   . ܩتشكل زمرة جزئیة في  {	ܽݔ
  عندئذٍ : (ܽ)ܥمجموعة المرافقات الیساریة للزمرة  ൯(ܽ)ܥ௅൫ܯلنفرض أنَّ    ـ 2

(ܽ)ܮܥ	݀ݎܽܥ =    ൯(ܽ)ܥ௅൫ܯ	݀ݎܽܥ

(ܽ)ܮܥ	݀ݎܽܥ     ـ 3 = ൫ܩ:   ൯(ܽ)ܥ

ܽ݁بما أنَّ  ـ 1 : البرھان = ݁یكون  ݁ܽ ∈ (ܽ)ܥومنھ  (ܽ)ܥ ≠ ,ݔ, بفرض  ∅ ݕ ∈    (ܽ)ܥ

ܽݔ = 		ݔܽ ∧ ܽݕ			 =    ݕܽ

ܽ(ଵିݕݔ) = (ଵܽିݕ)ݔ = (ଵିݕܽ)ݔ = ଵିݕ(ܽݔ) = (ଵିݕݔ)ܽ ⟹ ଵିݕݔ ∈   (ܽ)ܥ

  . ܩزمرة جزئیة في  (ܽ)ܥومنھ 

:݂لنعرف العلاقة :                    ـ 2 (ܽ)ܮܥ
																	
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮܯ௅൫ܥ(ܽ)൯  

ଵିݔܽݔ ∈ ;			(ܽ)ܮܥ (ଵିݔܽݔ)݂			 = ݔ ∙   (ܽ)ܥ

,ଵିݔܽݔلیكن  ଵିݕܽݕ ∈   تطبیق متباین لأنَّ : ݂فنجد أنَّ  (ܽ)ܮܥ

ଵିݔܽݔ = ଵିݕܽݕ ⟺ ݕଵିݔܽݔଵିݕ = ଵି(ݔଵିݕ)ܽݔଵିݕ = ܽ ⟺ ܽ(ݔଵିݕ) =   (ݔଵିݕ)ܽ
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⟺ ݔଵିݕ ∈ (ܽ)ܥ ⟺ ݔଵିݕ ∙ (ܽ)ܥ = (ܽ)ܥ ⟺ ݔ ∙ (ܽ)ܥ = ݕ ∙   (ܽ)ܥ

⟺ (ଵିݔܽݔ)݂ =    (ଵିݕܽݕ)݂

ݖبفرض  ∙ (ܽ)ܥ ∈ ݖ,  ൯(ܽ)ܥ௅൫ܯ ∈    ܩ

ଵିݖܽݖ ∈ (ଵିݖܽݖ)݂			,			(ܽ)ܮܥ = ݖ ∙    (ܽ)ܥ

(ܽ)ܮܥ	݀ݎܽܥتقابل ومنھ     ݂غامر ومما سبق یكون  ݂ومنھ فإنَّ  =    ൯(ܽ)ܥ௅൫ܯ	݀ݎܽܥ

  . ܩفي  (ܽ)ܥھو عدد المرافقات الیساریة (الیمینیة) لـ  ܩفي  (ܽ)ܥواضح لأنَّ دلیل ـ    3

  فإنَّ العلاقة الآتیة صحیحة وھي : ܩلأجل أي زمرة منتھیة مبرھنة : 

:ܩ) 1) = (ܽ)ܮܥ	݀ݎܽܥ = ∑൫ܩ:    ൯(ܽ)ܥ

  , حیث أنَّ المجموع في ھذه المساواة مأخوذ على العناصر الممثلة لصفوف الترافق والتي تسمى علاقة الصفوف

ܽزمرة و  ܩلتكن  : تمھیدیة ∈   , الشروط الآتیة متكافئة : ܩ
ܽ   ـ 1 ∈ ℤ(ܩ)         ݀ݎܽܥ   ـ 2	ܮܥ(ܽ) = (ܽ)ܮܥ   ـ 3        1 = {ܽ}  

(2 ⟸ ܽ  لنفرض أنَّ :  (1 ∈ ℤ(ܩ) لیكن ,  ܾ ∈ ݔ  یوجد عندئذٍ  (ܽ)ܮܥ ∈ ܾبحیث   ܩ =  ଵିݔܽݔ
ܾ = ଵିݔܽݔ = ଵିݔݔܽ = ܽ ⟹ (ܽ)ܮܥ = {ܽ} ⟹ (ܽ)ܮܥ	݀ݎܽܥ = 1  

(3 ⟸   واضح :   (2
(1 ⟸ (ܽ)ܮܥلنفرض أنَّ   : (3 =   عندئذٍ : {ܽ}

ݔ	∀ ∈ ;		ܩ ଵିݔܽݔ		 = ܽ ⟹ ܽݔ = ݔܽ ⟹ ܽ ∈ ℤ(ܩ)   

  : تعریف
:ܩ)ـ زمرة إذا كان ܲ ܩعدد أولي نقول إنَّ  ݌و زمرة منتھیة  ܩلتكن  1) = ݊بحیث  	௡݌ ∈ ℕ 

(ܩ)ℤـ زمرة عندئذٍ :   ܲھي  ܩزمرة منتھیة , إذا كانت  ܩلتكن  : مبرھنة ≠ 〈݁〉 

:ܩ)لنفرض أنَّ   الإثبات : 1) =   عدد أولي , لدینا حسب علاقة الصفوف  ݌حیث أنَّ  ௡݌

:ܩ) 1) = ∑൫ܩ:    ൯(ܽ)ܥ

:ܩ) 1) = 	 ∑ 	
௔∈ℤ(ீ)

൫ܩ: ൯(ܽ)ܥ +	 ∑ 	
௔∉ℤ(ீ)

൫ܩ:   ൯(ܽ)ܥ

௡݌ = (ܩ)ℤ	݀ݎܽܥ + ∑ 	
௔∉ℤ(ீ)

൫ܩ:    ൯(ܽ)ܥ
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  ومنھ : ܩفإنَّ مرتبتھا تقسم مرتبة  ܩزمرة جزئیة في  (ܽ)ܥبما أنَّ 

൫ܩ: ൯(ܽ)ܥ = (ீ:ଵ)
(஼(௔):ଵ)

   

:(ܽ)ܥ) 1) = ௥݌ 				 ∶ 			1 ≤ ݎ ≤ ݊  

൫ܩ: ൯(ܽ)ܥ = ௣೙

௣ೝ
=    ௡ି௥݌

:ܩ൫وھذا یبین أنَّ   ∑ومنھ  ݌یقبل القسمة على  ൯(ܽ)ܥ 	
௔∉ℤ(ீ)

൫ܩ:    ݌یقبل القسمة على  ൯(ܽ)ܥ

൫ℤ(G): 1൯ = ௡݌ − ∑ 	
௔∉ℤ(ீ)

൫ܩ:    ൯(ܽ)ܥ

:(ܩ)ℤ)وبالتالي فإنَّ    رة تبدیلیة منتھیة ومرتبتھا تقبلھي زم (ܩ)ℤوبالتالي تكون  ݌تقبل القسمة على  (1

(ܩ)ℤوبالتالي   ݌تحوي عنصر مرتبتھ  (ܩ)ℤومنھ فإنَّ  ݌القسمة على  ≠ 〈݁〉 .  

  

:ܩ)عدد أولي , إذا كانت  ݌زمرة منتھیة ولیكن  ܩلتكن  : مبرھنة 1) =   تبدیلیة . ܩتكون  ଶ݌

ܩإذا كانت الإثبات : = ℤ(ܩ) تكون تبدیلیة  

(ܩ)ℤـ زمرة فإنَّ  ܲھي  ܩبما أنَّ  ≠ :(ܩ)ℤ)ومنھ نجد إما   〈݁〉 1) = :(ܩ)൫ℤأو    ݌ 1൯ =   ଶ݌

:(ܩ)ℤ)إذا كان  1) = ܩعندئذٍ  ଶ݌ = ℤ(ܩ)  تبدیلیة .. لنفرض أنَّ   ܩومنھ تكون൫ℤ(ܩ): 1൯ =   ݌

عندئذٍ :   
(ீ:ଵ)

(ℤ(ீ):ଵ)
= ൫ܩ: ℤ(ܩ)൯ =   ݌

فإنَّ مرتبة زمرة الخارج  ܩناظمیة في  (ܩ)ℤوبما أنَّ 
ீ

ℤ(ீ)
  ومنھ تكون زمرة الخارج دوارة وحسب ݌تساوي  

  تبدیلیة . ܩمبرھنة سابقة تكون 

  

  , الشروط الآتیة متكافئة : ܩزمرة جزئیة ناظمیة في  ܪزمرة منتھیة و  ܩلتكن تمھیدیة : 

  ـ زمرة . ܲھي  ܩالزمرة    ـ 1

  ـ زمرة . ܲتكون  ܪ/ܩو  ܪكلاً من    ـ 2
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2) الإثبات : ⟸ :ܩ)عدد أولي ولیكن  ݌لیكن  : (1 1) =   ௡݌

:ܩ)بما أنَّ   ,(ܪ :ܪ)   فإنَّ : ௡݌یقسمان  (1

:ܪ) 1) = ௦݌ 			 ∶ 			1 ≤ ݏ ≤ ݊
(ܪ:ܩ) = ௧݌ 			 ∶ 				1 ≤ ݐ ≤ ݊ൠ ⟹ تكون	ܲ	ـ		زمرة ீ

ு
	 ,    كلاً	من	ܪ

(1 ⟸   لنفرض أنَّ :  (2

:ܪ) 1) = ௦݌ 			,			ቀீ
ு
: 1ቁ =    ௧݌

:ܩ) 1) = :ܩ) :ܪ)(ܪ 1) = ௧݌ ∙    ௦݌

:ܩ) 1) = ௧ା௦݌ = ௠݌ 		 ∶ 		݉ ∈ ℕ   

  ـ زمرة . ܲھي  ܩ ومنھ تكون

  

عدد صحیح  ݊عدد أولي ,  ݌حیث  ௡݌زمرة منتھیة مرتبتھا تقبل القسمة على  ܩلتكن  مبرھنة سیلوف الأولى :
 ௡݌عنصر مرتبتھ  ܩموجب عندئذٍ : یوجد في 

  بمعنى مكافئ :

عدد صحیح موجب عندئذٍ : الزمرة  ݊عدد أولي ,  ݌حیث  ௡݌زمرة منتھیة مرتبتھا تقبل القسمة على  ܩلتكن 
  ௡݌تحوي زمرة مرتبتھا  ܩ

  

  

  ... انتھت المحاضرة ...

  

  انتھى المقرر بعونھ تعالى

  التوفیق فادة ... واالله وليُّت الإِتكون قد تمَّ االله أنْ نسألُ                  

  
  


