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 الثانیةالسنة :                            جامعة دمشق             –كلیة العلوم قسم الریاضیات 

 الأول الفصل :                                                                  )3تحلیل ( المقرر :

    2013/12/16 التاریخ :                                                                  ) 21( المحاضرة :

  كنا قد توقفنا في المحاضرة السابقة عند ( متطابقة بارسیفال ) والتي تنص على ما یلي :

ܫالذي تم نشره على المجال  (ݔ)݂لیكن التابع  = ,ߨ−]  .. عندئذٍ : [ߨ+
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,଴ܽ)حیث  ܽ௡, ܾ௡) .. ھي ثوابت فورییھ  

 ـ إن تعمیم ھذه المتطابقة ھو :
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ܫالذي تم نشره على المجال  (ݔ)݂حیث ھذه المتطابقة للتابع  = [− ்
ଶ

, + ்
ଶ

,଴ܽ)وَ   [ ܽ௡, ܾ௡)  ثوابت فورییھ  

  )وظیفة  ( ..تمرین 

,଴ܽ)باستخدام قیم الثوابت  ܽ௡, ܾ௡)  (ݔ)݂عند نشر التابع = في متسلسلة فورییھ على المجال  ଶݔ
ܫ = ,ߨ−]   وع المتسلسلة المتقاربة التالیة :.. وباستخدام متطابقة بارسیفال ,, أوجد مجم [ߨ+

   وجد أیضاً مجموع المتسلسلة المتقاربة ثم أ                

  

  

  ( النوع الأول ) ... الـتـكـاملات الـمـعـتـلـة ...

  النمط الأول ..

න (ݔ)݂
ାஶ

௔
. ݔ݀ = lim
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න .(ݔ)݂ ݔ݀

஺

௔
    ∶ ܣ ≥ ܽ 

إذا وفقط إذا كانت النھایة موجودة ومحدودة .. وتكون قیمتھ في حال تقاربھ   متقاربـ یكون ھذا التكامل المعتل 
  مساویة لقیمة ھذه النھایة الموجودة والمحدودة ..

إذا وفقط إذا لم یكن متقارباً .. أي أنھ تكون النھایة إما غیر موجودة أو  متباعدـ ویكون ھذا التكامل المعتل 
  موجودة ولكنھا لیست محدودة  ..
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 مط الثاني ..الن

න .(ݔ)݂ ݔ݀
௕

ିஶ
= lim

஺ᇲ⟶ ିஶ
න .(ݔ)݂ ݔ݀

௕

஺ᇲ
   ∶ ᇱܣ  ≤ ܾ 

إذا وفقط إذا كانت النھایة موجودة ومحدودة .. وتكون قیمتھ في حال تقاربھ   متقاربیكون ھذا التكامل المعتل  ـ
  مساویة لقیمة ھذه النھایة الموجودة والمحدودة ..

إذا وفقط إذا لم یكن متقارباً .. أي أنھ تكون النھایة إما غیر موجودة أو  متباعدویكون ھذا التكامل المعتل  ـ
  موجودة ولكنھا لیست محدودة  ..

 النمط الثالث ..

න .(ݔ)݂ ݔ݀
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= lim
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 تسعى لنھایتھا بشكل مستقل عن الأخرى .. عندئذٍ : ᇱܣوَ   ܣوكل من 

න .(ݔ)݂ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= න .(ݔ)݂ ݔ݀

଴

ିஶ
+ න .(ݔ)݂ ݔ݀

ஶ

଴
      ∶  ൫الصفر  قیمة حقیقیة كیفیة ൯ 

  

  التكاملان  إذا وفقط إذا كان متقاربیكون التكامل المعتل الأساسي  ـ

  وقیمة ھذا التكامل مساویة لمجموع قیمتي التكاملین المذكورین ..متقاربان 

  إذا كان على الأقل أحد التكاملین  متباعدویكون التكامل المعتل الأساسي  ـ

  متباعداً .. وفي ھذه الحالة لیس للتكامل قیمة ..

  

  ...        ... القیمة الرئیسة للتكامل المعتل                         

  ـ تعرف القیمة الرئیسة كما یلي :

ܸ. ܲ න .(ݔ)݂ ݔ݀
ାஶ

ିஶ
= lim
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න .(ݔ)݂ ݔ݀
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   ایة في الطرف الأیمن موجودة ومحدودة وقیمة ھذه النھایة مة موجودة إذا وفقط إذا كانت النھوتكون ھذه القی
  الرئیسة غیر موجودة ..ھي القیمة الرئیسة للتكامل المدروس .. وفیما خلا عن ذلك تكون القیمة 

  ملاحظة :

من الممكن أن تكون القیمة الرئیسة للتكامل المعتل موجودة في حین كَـون التكامل المعتل متباعد .. إلا أنھ إذا 
  كان التكامل المعتل موجوداً فإن القیمة الرئیسة لھ تكون موجودة .. وسنضرب مثالاً على ذلك ..
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في القیمة 
الرئیسة یجب 
أخذ متغیر 

حدي التكامل 
 ذاتھ 
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  مثال :

  التكامل المعتل التالي  :                 وادرس القیمة الرئیسة لھ ..ادرس 

 الحل :

ܫ = න
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ln
ܣ

|ᇱܣ|  ⟹  ൫ܣ ≠  ൯ النھایة غیر موجودة  لأن ᇱܣ

  .. وبالتالي التكامل المدروس متباعد

 دراسة القیمة الرئیسة :
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                           = lim
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  ( النوع الثاني ) ... الـتـكـاملات الـمـعـتـلـة ...

ܫالمعرف على المجال  (ݔ)݂لیكن لدینا التابع  = [ܽ,                            .. ܫ ߳ ܿباستثناء نقطة مثل  [ܾ
  إذا كان : ܫعلى المجال  (ݔ)݂للتابع نقطة شاذة أنھا  ܿنقول عن 

ቀ  lim
௫⟶௖

(ݔ)݂ = ±∞   ቁ 

 لیكن لدینا التكامل التالي :

ܫ = න (ݔ)݂
௕

௔
.  ݔ݀

  : 〈ܾ〉الشذوذ عند أولاً .. 

.. وبالتالي یعرَّف التكامل المعتل من                                    فإن : (ݔ)݂نقطة شاذة للتابع   ܾإذا كانت 
  النوع الثاني كما یلي :

න .(ݔ)݂ ݔ݀ = lim
఍⟶଴

න .(ݔ)݂ ݔ݀
௕ି఍

௔

௕

௔
 

إذا وفقط إذا كانت النھایة في الطرف الأیمن موجودة ومحدودة ..        متقاربـ  یقال عن ھذا التكامل المعتل أنھ 
  إذا كانت النھایة المذكورة غیر موجودة أو موجودة ولكنھا غیر محدودة .. متباعدـ  ویكون ھذا التكامل المعتل 
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lim
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(ݔ)݂ = ±∞    

ߞإیتَّـا   ⟶ 
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  مذكورة ..الوفي حالة التقارب تكون قیمة التكامل المعتل السابق ھي قیمة النھایة الموجودة والمحدودة 

  

  : 〈ܽ〉الشذوذ عند ..  ثانیاً

.. وبالتالي یعرَّف التكامل المعتل من                                   فإن : (ݔ)݂نقطة شاذة للتابع   ܾإذا كانت 
 النوع الثاني كما یلي :

න .(ݔ)݂ ݔ݀ = lim
ఌ⟶଴

න .(ݔ)݂ ݔ݀
௕

௔ାఌ

௕

௔
 

إذا وفقط إذا كانت النھایة في الطرف الأیمن موجودة ومحدودة ..        متقاربـ  یقال عن ھذا التكامل المعتل أنھ 
  إذا كانت النھایة المذكورة غیر موجودة أو موجودة ولكنھا غیر محدودة .. متباعدـ  ویكون ھذا التكامل المعتل 

  المذكورة ..بق ھي قیمة النھایة الموجودة والمحدودة وفي حالة التقارب تكون قیمة التكامل المعتل السا

  

  : 〈ܾ  وَ ܽ〉الشذوذ عند ثالثاً .. 

ܽحیث :  ܿوھنا یكون الشذوذ عند النقطة  < ܿ < ܾ ..  

 وبالتالي  یعرَّف التكامل المعتل من النوع الثاني كما یلي :

න .(ݔ)݂ ݔ݀ = lim
఍⟶଴

න .(ݔ)݂ ݔ݀
௖ି఍

௔

௕

௔
+ lim

ఌ⟶଴
න .(ݔ)݂ ݔ݀

௕

௖ାఌ
 

إذا كان كل من التكاملان في الطرف الأیمن متقاربان ..  متقاربویكون التكامل المعتل  في الطرف الأیسر 
  وتكون قیمة ھذا التكامل مساویة لمجموع قیمتي ھذین التكاملین ..

عندما یكون أحد التكاملین في الطرف الأیمن على الأقل  متباعدویكون التكامل المعتل  في الطرف الأیسر 
  باعد .. وفي ھذه الحالة لیس للتكامل المعتل قیمة ..مت

  

  .. القیمة الرئیسة للتكامل المعتل في ھذه الحالة :

ܸ. ܲ න .(ݔ)݂ ݔ݀ = lim
ఌ⟶଴

ቈන .(ݔ)݂ ݔ݀
௖ିఌ

௔
+ න .(ݔ)݂ ݔ݀

௕

௖ାఌ
቉

௕

௔
  ∶ ܽ < ⏟ܿ

نقطة شاذذة

< ܾ 

  

  

  

lim
௫⟶௔

(ݔ)݂ = ±∞    
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  ... الـتـكـامـل الـتـابـع لـوسـیـط ... 

ܫ = න ,ݔ)݂ (ݐ
௕

௔
.  ݔ݀

  ) . ݐفي الحالة العامة .. ویدعي ھذا التكامل بـ : ( التكامل التابع لوسیط  ݐتابعان للوسیط  ܾ  وَ  ܽحیث : 

  ) : ݐ ـ دستور المشتق الأول للتكامل السابق بالنسبة للوسیط (

ܫ = න ,ݔ)݂ (ݐ
௕

௔
.  ⟹ ݔ݀

  

  

  

  ... تـمـاریـن ...

 ادرس التكامل المعتل التالي : )1

ଵܫ = න
2 + sin ݔ

ଶݔ

ஶ

గ
ଶ

.  ݔ݀

 
 ادرس التكامل المعتل التالي : )2

ଶܫ = න
ݔ݀

√1 − ଶݔ

ାଵ

ିଵ
 

  
 احسب التكامل التالي : )3

(ݐ)ܫ = න
ln(1 + (ݔݐ

1 + ଶݔ

௧

଴
 .  ݔ݀

 
 
 
  
  .................................................................................... " انتھت المحاضرة "  
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