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  الثانیةالسنة :                      جامعة دمشق             –كلیة العلوم قسم الریاضیات 
  الأول الفصل :                                                    ) 1بنى جبریة (  المقرر :

                                                           )  15 ( : المحاضرة

  الجداء والمجموع المباشر للزمر

,ଵܩلیكن تعریف :    زمرتین , نسمي المجموعة : ଶܩ

ଵܩ × ଶܩ = {	(݃ଵ, ݃ଶ)		; ݃ଵ ∈ ,		ଵܩ ݃ଶ ∈    {ଶܩ

,ଵܩالجداء المباشر ( الخارجي ) للزمرتین     ଶܩ⨁ଵܩوالذي سنرمز لھ بـ   ଶܩ
,ଵ݁)إنَّ   ݁ଶ) ∈   . ଶܩمحاید  ଶ݁و  ଵܩمحاید  ଵ݁بحیث  ଶܩ⨁ଵܩ

,ଵܩلیكن  : تمھیدیة   عملیة بالشكل : ଶܩ⨁ଵܩزمرتین لنعرف على المجموعة  ଶܩ

∀	(ܽଵ, ܾଵ), (ܽଶ, ܾଶ) ∈ ;	ଶܩ⨁ଵܩ 		(ܽଵ, ܾଵ) ∙ (ܽଶ, ܾଶ) = (ܽଵܽଶ, ܾଵܾଶ)   

,ଶܩ⨁ଵܩ)عندئذٍ الثنائیة   ,ଵ݁)تشكل زمرة الحیادي فیھا ھو  (	∙ ݁ଶ) ومقلوب كل عنصر على النحو التالي  

(ܽ, ܾ)ିଵ = (ܽିଵ, ܾିଵ)   

,ଵܩزمرة الجداء المباشر للزمرتین   ଶܩ⨁ଵܩنسمي الزمرة    . ଶܩ

,ℤଷأوجد زمرة الجداء المباشر للزمرتین  مثال :  ܷ(10)  

ܷ(10) = {	1,3,7,9	}				,					ℤଷ{	0,1,2	}   

ܷ(10)⨁ℤଷ = {	(1,0), (1,1), (1,2), (3,0), (3,1), (3,2),  

                                    (7,0), (7,1), (7,2), (9,0), (9,1), (9,2)	}  

(3,1) ∙ (7,2) = (3⨂7,1⨁2) = (1,0) ∈ ܷ(10)⨁ℤଷ   

(7,1)ିଵ = (7ିଵ, 1ିଵ) = (3,2) ∈ ܷ(10)⨁ℤଷ  

,ଵܩلیكن مبرھنة :  ,ଵ݁زمرتین ولیكن  ଶܩ ݁ଶ حیادییھما على الترتیب  
  عندئذٍ : ଵܩ⨁ଶܩو   ଶܩ⨁ଵܩولنأخذ زمرتي الجداء المباشر 

ଶܩ⨁ଵܩ    ـ 1 ≅  ଵܩ⨁ଶܩ
(ଶܩ⨁ଵܩ)ℤ    ـ 2 = ℤ(ܩଵ)⨁ℤ(ܩଶ) 
 ଶܩ⨁ଵܩزمرة جزئیة في   ଶܩ⨁〈ଵ݁〉و    ଵ⨁〈݁ଶ〉ܩكلاً من      ـ 3
ଵܩ    ـ 4 ≅ ଶܩ					و					ଵ⨁〈݁ଶ〉ܩ ≅ 〈݁ଵ〉⨁ܩଶ 
,ଵܩتبدیلیة عندما وفقط عندما تكون الزمرتین  ଶܩ⨁ଵܩالزمرة      ـ 5   تبدیلیتین . ଶܩ
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:݂لنعرف العلاقة            ـ   1 الإثبات :  ଶܩ⨁ଵܩ
															
ሱ⎯⎯⎯ሮܩଶ⨁ܩଵ 

,ݔ)	∀ (ݕ ∈ ;		ଶܩ⨁ଵܩ 			݂൫(ݔ, ൯(ݕ = ,ݕ)   (ݔ

  تطبیق متباین :  ݂فنجد أنَّ  

,ݔ)	∀ ,(ݕ ,ଵݔ) (ଵݕ ∈    ଶܩ⨁ଵܩ

,ݔ) (ݕ = ,ଵݔ) (ଵݕ ⟺ ݔ = ,ଵݔ ݕ = ଵݕ ⟺ ,ݕ) (ݔ = ,ଵݕ) (ଵݔ ⟺ ݂൫(ݔ, ൯(ݕ = ,ଵݔ))݂    ((ଵݕ

  غامر , لنبرھن أنھ تشاكل :  ݂كذلك إنَّ  

,ݔ)]݂ ,ଵݔ)(ݕ [(ଵݕ = ,ଵݔݔ)]݂ [(ଵݕݕ = ,ଵݕݕ) (ଵݔݔ = ,ݕ) ,ଵݕ)(ݔ (ଵݔ = ,ݔ)݂ ,ଵݔ)݂(ݕ    (ଵݕ

ଶܩ⨁ଵܩتماثل أي إنَّ   ݂تشاكل , ومما سبق یكون  ݂ومنھ  ≅   ଵܩ⨁ଶܩ

 

,ܽ)لیكن    ـ 2 ܾ) ∈ ℤ(ܩଵ⨁ܩଶ) : ٍعندئذ  

ݔ	∀ ∈ ,		ଵܩ ݕ ∈ ;			ଶܩ ,ݔ)		 (ݕ ∈ ଶܩ⨁ଵܩ ⟹ (ܽ, ,ݔ)(ܾ (ݕ = ,ݔܽ) (ݕܾ = ,ܽݔ)   (ܾݕ

⟹ ܽݔ = 		ݔܽ ∧ ܾݕ			 = 	ݕܾ ⟹ ܽ ∈ ℤ(ܩଵ)	, ܾ ∈ ℤ(ܩଶ) ⟹ (ܽ, ܾ) ∈ ℤ(ܩଵ)⨁ℤ(ܩଶ)   

(ଶܩ⨁ଵܩ)ℤوبالتالي یكون   ⊆ ℤ(ܩଵ)⨁ℤ(ܩଶ)  
,ܿ)لیكن  ݀) ∈ ℤ(ܩଵ)⨁ℤ(ܩଶ)   ݔ)عندئذٍ لیكن, (ݕ ∈    ଶܩ⨁ଵܩ

⟹ ,ݔ) ,ܿ)(ݕ ݀) = ,ܿݔ) (݀ݕ = ,ݔܿ) (ݕ݀ = (ܿ, ,ݔ)(݀ (ݕ ⟹ (ܿ, ݀) ∈ ℤ(ܩଵ⨁ܩଶ)   

(ଵܩ)ℤ⨁(ଵܩ)ℤومنھ فإنَّ   ⊆ ℤ(ܩଵ⨁ܩଶ)    ومن الاحتوائین یكونℤ(ܩଵ⨁ܩଶ) = ℤ(ܩଵ)⨁ℤ(ܩଶ)  

  

ଵ⨁〈݁ଶ〉ܩ   ـ 3 ⊆ ,ଵ݁)و     ଶܩ⨁ଵܩ ݁ଶ) ∈ ଵ⨁〈݁ଶ〉ܩومنھ فإنَّ    ଵ⨁〈݁ଶ〉ܩ ≠ ∅  
,ܽ)لیكن       ݁ଶ), (ܾ, ݁ଶ) ∈   : ଵ⨁〈݁ଶ〉ܩ

(ܽ, ݁ଶ)(ܾ, ݁ଶ)ିଵ = (ܽ, ݁ଶ)(ܾିଵ, ݁ଶ) = (ܾܽିଵ, ݁ଶ) ∈ ଵ⨁〈݁ଶ〉ܩ ⟹    ଵ⨁〈݁ଶ〉ܩ	جزئیة	في	ଶܩ⨁ଵܩ

  

,ଵܩلیكن مبرھنة :  ,ܽ)زمر منتھیة ,  ଶܩ ܾ) ∈   عندئذٍ : ଶܩ⨁ଵܩ

0(ܽ, ܾ) = ,(ܽ)൫0݉ܿܫ 0(ܾ)൯   
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(ܾ)0لنفرض أنَّ   : الإثبات = ݉			,			0(ܽ) = ,ܽ)0و      ݊ ܾ) =   ݏ

(ܽ, ܾ)௦ = (݁ଵ, ݁ଶ)
(ܽ, ܾ)௦ = (ܽ௦ , ܾ௦)ൠ ⟹ ܽ௦ = ݁ଵ		, ܾ௦ = ݁ଶ 

,ܽلأنھما مراتب لـ  ݏیقسمان  ݉,݊ومنھ نجد أنَّ    ݉,݊مضاعف مشترك للعددین  ݏوھكذا یكون  ܾ

ݐلنفرض أنَّ   = ݐعندئذٍ    (݉,݊)݉ܿܫ ≤  ݏ

,ߙفیوجد   ݉,݊مضاعف لـ   ݐبما أنَّ   ߣ ∈ ℤ : بحیث  

ݐ = ݐ					,					݊ߚ =   ܾߣ

  :ومنھ 

(ܽ, ܾ)௧ = (ܽ௧ , ܾ௧) = ൫ܽఉ௡, ܾఒ௕൯ = ൫(ܽ௡)ఉ, (ܾ௠)ఒ൯ = (݁ଵ, ݁ଶ) 

,ܽ)مرتبة  ݏوبما أنَّ   ݏیكون   (ܾ ≤ ݐوبالتالي   ݐ = ,ܽ)0ومنھ   ݏ ܾ) = ,(ܽ)൫0݉ܿܫ 0(ܾ)൯ 

  

دوارة ھو أن  ܭ⨁ܪزمر دوارة منتھیة .. إنَّ الشرط اللازم والكافي لكي تكون الزمرة    ܭ,ܪلیكن   مبرھنة :
  عددین أولیین فیما بینھما . ܪو  ܭتكون مرتبة كل من 

ܭلنفرض أنَّ   : الإثبات = ݐحیث  〈ݐ〉 ∈ ܪ,  ܭ = 〈ℎ〉  حیثℎ ∈    ܪ
  ولنفرض أیضاً :

݊ = :ܭ) 1)	, ݉ = :ܪ) 1) ⟹ :ܭ⨁ܪ) 1) = ݊ ∙ ݉   

(݉,݊)݀ܿ݃زمرة دوارة , ولنفرض جدلاً أنَّ    ܭ⨁ܪلنفرض أنَّ   " ⟸"  = ݀ > 1  

ቀℎ
೘
೏ቁ

ௗ
= ℎ௠ = ݁ ⟹ 		زمرة	جزئیة	في	ܭ⨁ܪ 〈ቀℎ

೘
೏ቁ , ݁௄〉	   

ቀℎ
೘
೏ , ݁௄ቁ

ௗ
= ൬ℎ

೘೏
೏ , ݁௄ௗ൰ = (݁, ݁௄) ⟹ ቀ〈ቀℎ

೘
೏ቁ , ݁௄〉 : 1ቁ = ݀   

ݐቀكما أنَّ :                       
೙
೏ቁ

ௗ
= ݐ

೙೏
೏ = ௡ݐ = ݁  

ቀ݁ு〉لنأخذ الزمرة  , ݐ
೙
೏ቁ〉 ܭ⨁ܪ في الجزئیة   

ቀ݁ு, ݐ
௡
ௗቁ

ௗ
= (݁ு, ݁) ⟹ ቀ〈ቀ݁ு, ݐ

௡
ௗቁ〉 : 1ቁ = ݀ 
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〈ቀ݁ு , ݐ
೙
೏ቁ〉 ≠ 〈ቀℎ

೘
೏ቁ , ݁௄〉  

ℎلأنَّ 
೘
೏ ≠ ݁௄    ܭ⨁ܪ, تم إیجاد زمرتین مختلفتین لھما نفس المرتبة وھذا یناقض حسب مبرھنة سابقة كون 

(݉,݊)݀ܿ݃.. ومنھ الفرض الجدلي خاطئ وبالتالي فإن دوارة  =   أولیان فیما بینھما .  ݉,݊أي أنَّ  1

  

,݊)݀ܿ݃لنفرض أنَّ   "  ⟹"  ݉) = ,ℎ)〉الزمرة   ولنأخذ 1   〈(ݐ

0(ℎ, (ݐ = ,൫0(ℎ)݉ܿܫ ൯(ݐ)0 = (݉,݊)݉ܿܫ = ݊݉⟹ ܭ⊕ܪ = 〈(ℎ, 〈(ݐ ⟹    ܭ⨁ܪ	دوارة

  

  : نتیجة

  ℤଶ, ℤଷ  زمرتین دوارتین مراتبھما أعداد أولیة فیما بینھا فناتج الجداء یكون زمرة دوارة  

ℤଶ⨁ℤଷ ≅ ℤ଺   

   نتیجة :

݉ = ݊ଵ ∙ ݊ଶ ∙ … ∙ ݊௧   

ℤ௠ ≅ ℤ௡భ⨁ℤ௡మ ⊕…	⊕ ℤ௡೟   

,௜݊عندما وفقط عندما    ௝݊    ݅أولیة فیما بینھا بحیث ≠ ݆  

  

  ... انتھت المحاضرة ...


