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 الثانیةالسنة :                            جامعة دمشق             –كلیة العلوم قسم الریاضیات 

 الأول الفصل :                                                                  )3تحلیل ( المقرر :

    2013/12/15 التاریخ :                                                                  ) 20( المحاضرة :

  ... حل الوظائف ...

  ) ..16رین المحاضرة (ـ تم

 من أجل : [(ݐ)݂]ܮأوجد تحویل لابلاس 
(ݐ)݂ = .ݐ sin  ݐ݇
(ݐ)݂ = .ݐ cos  ݐ݇

  ℛ ߳ ݇حیث :                         

 الحل :
(ݐ)݂ = .ݐ cos  ݐ݇

(ݏ)ܨ = cos]ܮ [ݐ݇ =
ݏ

ଶା݇ଶݏ   ⟹ .ݐ]ܮ  cos [ݐ݇ = −
(ݏ)ܨ݀

ݏ݀
  

بالاشتقاق
ሳልልሰ = −

ଶݏ) + ݇ଶ) − .ݏ ݏ2
ଶݏ) + ݇ଶ)ଶ =

݇ଶ − ଶݏ

(݇ଶ +  ଶ)ଶݏ

 

(ݐ)݂ = .ݐ sin  ݐ݇

(ݏ)ܨ = sin]ܮ [ݐ݇ =
݇

ଶݏ + ݇ଶ  ⟹ .ݐ]ܮ sin [ݐ݇ = −
(ݏ)ܨ݀

ݏ݀
 

بالاشتقاق
ሳልልሰ = −

−݇. ݏ2
ଶݏ) + ݇ଶ)ଶ =

2݇. ݏ
ଶݏ) + ݇ଶ)ଶ 

  ) ..19المحاضرة (رین ـ تم

(ݔ)݂انشر في (متسلسلة فورییھ) التابع  = ܫعلى المجال    ଶݔ = ,ߨ−]  [ߨ+

  الحل :

(ݔ−)݂     نلاحظ أن : = ଶ(ݔ−) = ଶݔ = ,  (ݔ)݂   ݔ∀

(ݔ)݂     〈  تابع  زوجي 〉  = ଶݔ  ⟸  

 وبالتالي :
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ܽ଴ =
2
ߨ

 . න (ݔ)݂
గ

଴
. ݔ݀ =

2
ߨ

 . න ଶݔ
గ

଴
. ݔ݀ =

2
ߨ

 . ቈ
ଷݔ

3
቉

଴

గ

=
ଶߨ2

3
  

(݊ ≥ 1) , ܽ௡ =
2
ߨ

 . න (ݔ)݂
గ

଴
. cos ݔ݊ . ݔ݀ =

2
ߨ

 . න ଶݔ cos ݔ݊
గ

଴
.  ݔ݀

نكامل  بالتجزئة
ሳልልልልልሰ ൞

ݑ = ଶݔ  ⟹ ݑ݀ = .ݔ2      ݔ݀
 

ݒ݀ = cos ݔ݊  ⟹ ݒ =
1
݊ sin ݔ݊

                 

⟹ ܽ௡ =
2
ߨ ቊቈ

ଶݔ

݊ sin ቉ݔ݊
଴

గ

−
2
݊ න .ݔ sin ݔ݊ . ݔ݀

గ

଴
ቋ ⟹ ቈ

ଶݔ

݊ sin ቉ݔ݊
଴

గ

= 0 

⟹ ܽ௡ = −
4

ߨ݊ න .ݔ sin ݔ݊ . ݔ݀
గ

଴
 
نكامل  بالتجزئة
ሳልልልልልሰ ൞

ݑ = ⟹ ݔ ݑ݀ =                             ݔ݀
 

ݒ݀ = sin ݔ݊ . ⟹ ݔ݀ ݒ  = −
1
݊

cos ݔ݊
 

⟹ ܽ௡ = −
4

ߨ݊
ቊቂ−

ݔ
݊

. cos ቃߨ݊
଴

గ
+

1
݊  . න cos ݔ݊ . ݔ݀

గ

଴
ቋ 

            = −
4

ߨ݊ ൜ቀ−
ߨ
݊

. cos ߨ݊ − 0ቁ +
1

݊ଶ [sin ଴[ݔ݊
గൠ ⟹

1
݊ଶ [sin ଴[ݔ݊

గ = 0   

⟹ ܽ௡ =
4

݊ଶ (−1)௡   , (݊ ≥ 1) 

 وأیضاً :
(݊ ≥ 1) , ܾ௡ = 0 

(ݔ)݂ومنھ .. وبما أن التابع  = [مستمر على المجال   ଶݔ − ,ߨ   نستنتج أن :  ]ߨ+

ଶݔ =
ଶߨ

3
+ ෍

4
݊ଶ  (−1)௡. cos ݔ݊

ஶ

௡ୀଵ

       , [ ߳ ݔ∀ − ,ߨ     ]ߨ+

 وبما أن المطلوب ھو النشر على المجال المغلق فنكمل :

⟹ (ߨ±)ܵ =
ߨ−)݂ + 0) + ߨ)݂ − 0)

2 =
(ߨ−)݂ + (ߨ)݂

2 =
ଶ(ߨ−) + ଶߨ

2 =  ଶߨ

⟹ (ߨ)݂ = (ߨ−)݂   ⟹ ൜  
(ߨ)ܵ = (ߨ)݂

(ߨ−)ܵ =   (ߨ−)݂

ଶݔ  〉 =
ଶߨ  

3
+ ෍

4
݊ଶ  . (−1)௡ cos   ݔ݊

ஶ

௡ୀଵ

   , ,ߨ−] ߳ ݔ ∀ 〈 [ߨ+ النشـر المطلوب ھو  ⟸ 
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  .. مـلاحـظـة

.. یستفاد من نشر فورییھ في أمور كثیرة .. منھا حساب مجامیع المتسلسلات وأبرزھا المتسلسلات الریمانیة 
,ߨ−]من المجال  (ݔ)فمثلاً في المنشور السابق لو أننا أخذنا نقطة ما  لحصلنا على مجموع لمتسلسلة   [ߨ+

  ریمانیة ..

 أمثلة على ذلك :

ݔ] = 0] ⟹ 0 =
ଶߨ  

3
+ ෍

4
݊ଶ

ஶ

௡ୀଵ

 . (−1)௡ ⟹ −
ଶߨ  

3
= 4. ෍

(−1)௡

݊ଶ

ஶ

௡ୀଵ

   

                            ⟹
ଶߨ  

12
= ෍

(−1)௡ାଵ

݊ଶ

ஶ

௡ୀଵ

 

గమ  ومجموعھا ھو ( حسب اختبار لیبنز ) وھي متسلسلة متقاربة  

ଵଶ
 ..  

ݔ] = [ߨ ⟹ ଶߨ =
ଶߨ  

3 + ෍
4

݊ଶ

ஶ

௡ୀଵ

 . (−1)௡. cos ߨ݊ ⟹
2
3 ଶߨ = 4 ෍

1
݊ଶ

ஶ

௡ୀଵ

 . (−1)௡ . (−1)௡ 

÷ଶ
ሳሰ  

ଶߨ  

6
= ෍

1
݊ଶ

ஶ

௡ୀଵ

 . (−1)ଶ௡   ⟹
ଶߨ  

6
= ෍

1
݊ଶ

ஶ

௡ୀଵ

 

  ملاحظة ..

دوري أو غیر دوري ..                               یمكن نشر أي تابع في متسلسلة فورییھ سواء كان ھذا التابع
        یكون على المجال المدروس ( فقط ) فیما إذا كان التابع المدروس   (ݔ)ܵوَ  (ݔ)݂  ولكن التطابق بین

(ݔ)݂〉( كما في الرسم ـ مع   غیر دوري = ܫعلى المجال  〈ଶݔ = ,ߨ−] أما في حال كونھ تابعاً  مثلاً ) [ߨ+
  ..دوریاً فإن التطابق یكون كلیاً 

  

  

  

  

  

  

  

 ݕ

 ݔ

 (ݔ)ܵ

(ݔ)݂〉 =    〈ଶݔ

ߨ  ߨ3− ߨ− ߨ3  
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−]تابعاً معرفاً على المجال   (ݔ)݂ـ لیكن  ்
ଶ

 , + ்
ଶ

في متسلسلة فورییھ  (ݔ)݂.. عندئذٍ لكي ننشر التابع  [
 نستخدم الدساتیر التالیة :

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧ܽ଴ =

2
ܶ

 න (ݔ)݂
ା்

ଶ

ି்
ଶ

.                                             ݔ݀

ܽ௡ =
2
ܶ

 න .(ݔ)݂ cos ൬
.ߨ2 ݔ݊

ܶ
൰ . ,  ݔ݀ (݊ ≥ 1)

ା்
ଶ

ି்
ଶ

ܾ௡ =
2
ܶ

 න .(ݔ)݂ sin ൬
.ߨ2 ݔ݊

ܶ
൰ . ,  ݔ݀ (݊ ≥ 1)

ା்
ଶ

ି்
ଶ

 

⟹ (ݔ)݂ =
ܽ଴

2 + ෍ ൬ܽ௡. cos ൬
.ߨ2 ݔ݊

ܶ ൰ + ܾ௡ . sin ൬
.ߨ2 ݔ݊

ܶ ൰൰
ஶ

௡ୀଵ

 

  مـلاحـظـة :

,0]التابع الزوجي المعرف على المجال تمدید  یمكن ,ߨ−]إلى المجال  [ߨ كما ھو موضح في الرسم  [ߨ+
  التالي :

  

  

  

  

,0]التابع الفردي المعرف على المجال  تمدیدویمكن  ,ߨ−]إلى المجال  [ߨ كما ھو موضح في الرسم  [ߨ+
   التالي :

 

 

 

  مـثـال :

  ( الغیر مستمر تماماً ) .. (ݔ)݂لنأخذ التابع 
  

[انشر ھذا التابع في متسلسلة فورییھ على المجال  − ,ߨ   ..  ]ߨ+
(ݔ)݂ = ൞

0      ∶ ߨ−)  < ݔ < 0)
1
2

      ∶ ݔ)  = 0)            

1      ∶  (0 < ݔ <     (ߨ

 

 ݕ

 ݔ

 ݕ

 ݔ

 ߨ− ߨ

 ߨ

 ߨ−
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  ( نلاحظ أنھ فقط عند الصفر لا یوجد استمرار )الحل :  

ܽ଴ =
1
ߨ  න .(ݔ)݂ ݔ݀

ାగ

ିగ
=

1
ቊන ߨ .(ݔ)݂ ݔ݀

଴

ିగ
+ න .(ݔ)݂ ݔ݀

గ

଴
ቋ 

     =
1
ߨ

 ቊන 0. ݔ݀
଴

ିగ
+ න 1

గ

଴
. ቋݔ݀ =

1
ߨ

଴[ݔ]
గ =

1
ߨ

ߨ) − 0) = 1 

(݊ ≥ 1)  , ܽ௡ =
1
ߨ

 . න (ݔ)݂
ାగ

ିగ
. cos ݔ݊ . ݔ݀ =

1
ߨ

ቊන 0. ݔ݀
଴

ିగ
+ න cos ݔ݊ . ݔ݀

గ

଴
ቋ 

                         =
1
ߨ

.
1
݊

[sin ଴[ݔ݊
గ =

1
݊ߨ

(0 − 0) = 0 

(݊ ≥ 1)  , ܾ௡ =
1
ߨ  . න (ݔ)݂

ାగ

ିగ
. sin ݔ݊ . ݔ݀ =

1
ߨ ቊන 0. ݔ݀

଴

ିగ
+ න sin ݔ݊ . ݔ݀

గ

଴
ቋ 

                        =
1
ߨ

.
−1
݊

[cos ଴[ݔ݊
గ =

−1
݊ߨ

((−1)௡ − 1) =
1 − (−1)௡

݊ߨ
 

⟹ (ݔ)݂ =⏞
(∗) 1

2 + ෍
1 − (−1)௡

݊ߨ

ஶ

௡ୀଵ

 . sin ݔ݊     , [ ߳ ݔ ∀ − ,ߨ  [0]/ ]ߨ+

  لوحده .. [0]فلندرس الآن 

݂(0) =
1
2

+ ෍
1 − (−1)௡

݊ߨ
 . sin(0)

ஶ

௡ୀଵ

⟹
1
2

=
1
2

+ 0 =
1
2

 

[ ߳ ݔ ∀صحیحة .. ومنھ النشر صحیح على المجال المفتوح كاملاً أي :  (∗)وبالتالي المساواة  − ,ߨ   ]ߨ+

  ملاحظة :

[غیر محققة .. فإننا نكتب بأن النشر فقط صحیح على المجال (  [0]لو كانت عند  − ,ߨ   ) [0]/ ]ߨ+

 ߨ− ߨ+

1
2ൗ  

1 

0 

 ݕ

 ݔ
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                                   تـطابـقـة بـارسـیفـال  ...مـ... 

  

  

  

  

  

  

   ............................................................................... " انتھت المحاضرة "                

ܽ଴
ଶ

2
+ ෍(ܽ௡

ଶ + ܾ௡
ଶ) =

ஶ

௡ୀଵ

1
ߨ

න .ଶ[(ݔ)݂] ݔ݀
ାగ

ିగ
 


