
𝑾𝑾𝑾.𝒇𝒂𝒄𝒆𝒃𝒐𝒐𝒌. 𝒄𝒐𝒎/𝒑𝒓𝒊𝒎𝒂𝒗𝒊𝒓𝒂𝟑𝟑 

 

ة|  1 ح ف ص ل  مقابــل كليــة الفنـــون الجميلـــة −مكتبــــــة بريمـــــا فيــــــرا                                    ا

         𝑀𝑜𝑏 ∶ 0993586758 − 𝑇𝑒𝑙 ∶ 011  2124436                             

 جامعــــة دمشــــق                                                                         

 كليـــة العلـــــوم    

                                                                         قســم الرياضيــات  

 لثانيةالسنـــــة الدراسيــة ا

 

 

 

  3مقرر التحليــل 

  المحاضرة السابعة
 

 3/11/2015خ المحاضرة: ـتاري

 

 

 

 

 

 مُدرس المقرر: د. يحيى قطيش



𝑾𝑾𝑾.𝒇𝒂𝒄𝒆𝒃𝒐𝒐𝒌. 𝒄𝒐𝒎/𝒑𝒓𝒊𝒎𝒂𝒗𝒊𝒓𝒂𝟑𝟑 

 

ة|  2 ح ف ص ل  مقابــل كليــة الفنـــون الجميلـــة −مكتبــــــة بريمـــــا فيــــــرا                                    ا

         𝑀𝑜𝑏 ∶ 0993586758 − 𝑇𝑒𝑙 ∶ 011  2124436                             

 فرض أن, ولن 𝐼متتالية توابع معرفة على مجال مثل  𝑛≥1{𝑓𝑛(𝑥)}: لتكن (𝟒)مُبرهنة

lim
𝑛⟶+∞

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥)    ;    ∀𝑥 ∈ 𝐼 

 . 𝐼على  𝑓(𝑥)أي أن المتتالية التابعية متقاربة نقطياً من التابع 

 عندئذٍ فإن القضيتين الآتيتين متكافئتين:

 .𝐼على  𝑓(𝑥)متقاربة بانتظام من التابع  𝑛≥1{𝑓𝑛(𝑥)}المتتالية التابعية  1−

𝑀𝑛 إذا رمزنا بـ   2− = sup
𝑥∈𝐼
{|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)|}  لكُل𝑛 ≥  فإن 1

lim
𝑛⟶+∞

𝑀𝑛 = 0 

 للتطبيق والفهم فقط والبرهان غير مطلوب""

𝑓𝑛(𝑥)وبحيث  𝑛≥1{𝑓𝑛(𝑥)}لتكن لدينا متتالية التوابع : مثال =
1

𝑛𝑥+1
𝑥 و  ∈ 𝐼 =]0,+∞[. 

𝑓(𝑥) = lim
𝑛⟶+∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑛⟶+∞

1

𝑛𝑥 + 1
= 0 

𝑓(𝑥)أي أن متتالية التوابع المفروضة متقاربة نقطياً من التابع الصفري  = 𝐼على المجال  0 =]0,+∞[. 

𝑛لكُل  𝑀𝑛سوف نقوم بتشكيل  ≥  , ومن أجل ذلك لدينا: 1

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = |
1

𝑛𝑥 + 1
− 0| = |

1

𝑛𝑥 + 1
| =⏟

لأن 𝑛≥1 موجب

𝑥∈𝐼=]0,+∞[ و

أي 𝑥 موجبة

1

𝑛𝑥 + 1
   … (1) 

 منطقياً لدينا:

𝑥 > 0 ⇒ 𝑛𝑥 > 0    ;   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 =]0,+∞[  , ∀ 𝑛 ≥ 1    

⇒  𝑛𝑥 + 1 > 1    ;  ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 =]0,+∞[  , ∀ 𝑛 ≥ 1 

⇒
1

𝑛𝑥 + 1
< 1    ;   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 =]0,+∞[  , ∀ 𝑛 ≥ 1 

 فنجد أن: (1)بالاستفادة من الأخيرة في 

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 1      ;    ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 =]0,+∞[  , ∀ 𝑛 ≥ 1 

 ومنهُ:

𝑀𝑛 = sup
𝑥∈=]0,+∞[  

{|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)|} ≤ 1     ;    ∀ 𝑛 ≥ 1 

lim
𝑛⟶+∞

𝑀𝑛 = lim
𝑛⟶+∞

sup
𝑥∈=]0,+∞[

{|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)|} = 1 ≠ 0 
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 بالتالي "استناداً للمبرهنة السابقة" فإن متتالية التوابع المفروضة ليست متقاربة بانتظام من التابع الصفري 

𝐼على المجال  =]0,+∞[.        

 متقاربة  𝐼المعرفة على مجال ما مثل  𝑛≥1{𝑓𝑛(𝑥)}تكون متتالية التوابع  :(اختبار كوشي) (𝟓)مُبرهنة

 إذا وفقط إذا تحقق الآتي: 𝐼على  𝑓(𝑥)من تابع مثل  بانتظام

𝜀العدد الحقيقي الموجب  كانآياً  > 𝑁0فإنهُ يوجد عدد طبيعي  0 = 𝑁0(𝜀) ≠  بحيث يتحقق 0

|𝑓𝑚(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| < 𝜀 

⏟𝑚,𝑛ع قيم وذلك من أجل جمي
أعداد طبيعية

𝑚المحققة لـ    ≥ 𝑛 ≥ 𝑁0  ولأجل جميع قيم ,𝑥 من المجال𝐼. 

 للتطبيق والفهم فقط والبرهان غير مطلوب""

𝑓𝑛(𝑥)وبحيث  𝑛≥1{𝑓𝑛(𝑥)}لتكن لدينا متتالية التوابع  :مثال =
𝑥𝑛

𝑛
𝑥 و  ∈ 𝐼 = [0,1]. 

 . 𝐼على  المطلوب أثبت أنها متقاربة بانتظام

 :الحل

𝑓(𝑥) = lim
𝑛⟶+∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑛⟶+∞

𝑥𝑛

𝑛
= lim
𝑛⟶+∞

1

𝑛
. lim
𝑛⟶+∞

𝑥𝑛 =⏟
0≤𝑥≤1 كون

0.0 = 0 

𝑓(𝑥)أي أن متتالية التوابع المفروضة متقاربة نقطياً من التابع الصفري  = 𝐼على المجال  0 = [0,1]. 

𝜀 عدد حقيقي موجب من أجل أي > 𝑁0لنبحث في وجود عدد طبيعي  0 = 𝑁0(𝜀) ≠  بحيث يتحقق 0

|𝑓𝑚(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| < 𝜀  

𝑚المحققة لـ   𝑚,𝑛وذلك من أجل جميع قيم  ≥ 𝑛 ≥ 𝑁0  ولأجل جميع قيم ,𝑥 من المجال𝐼.  

|𝑓𝑚(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| = |
𝑥𝑚

𝑚
−
𝑥𝑛

𝑛
| ≤⏟
خواص القيمة المطلقة

|
𝑥𝑚

𝑚
| + |

𝑥𝑛

𝑛
| =⏟

كون 𝑛,𝑚 موجبان

لأنهما أعداد طبيعية

وكون 𝑥∈[0,1] فهو موجب

𝑥𝑚

𝑚
+
𝑥𝑛

𝑛
≤⏟

وذلك لكُل

𝑥∈𝐼=[0,1]

1

𝑚
+
1

𝑛
 

 بالتالي:

|𝑓𝑚(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| ≤
1

𝑚
+
1

𝑛
      ;    ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = [0,1]

⏟                              
(1)

 

𝑁0الطبيعي العدد  ≠ ,𝑚من أجل كُل قيم  (1) يُحقق يجب اختيارهُ بحيث 0 𝑛   المحققة لـ 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 𝑁0 ومن أجل , 

𝑥كُل قيم  ∈ 𝐼 = [0,1] . 
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𝑚 ≥ 𝑁0  ⇒
1

𝑚
≤
1

𝑁0
      𝑎𝑛𝑑    𝑛 ≥ 𝑁0  ⇒

1

𝑛
≤
1

𝑁0
 

⏟                              
⇓

1
𝑚
+
1
𝑛
≤
2
𝑁0

 

 نجد أن: (1)وبالتالي بالعودة إلى 

|𝑓𝑚(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| ≤
2

𝑁0
< 𝜀     ;    ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = [0,1]  , ∀ 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 𝑁0  

بحيث يكون  𝑁0نختار العدد الطبيعي وبالتالي 
2

𝑁0
< 𝜀  أي بحيث𝑁0 >

2

𝜀
 مع هذا الاختيارو فقط(. 𝜀)وهو يتعلق بـ   

𝜀سوف يتحقق أنهُ من أجل أي عدد حقيقي موجب  >  يكون 0

|𝑓𝑚(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| < 𝜀  

𝑚المحققة لـ   𝑚,𝑛من أجل جميع قيم  ≥ 𝑛 ≥ 𝑁0  ولأجل جميع قيم ,𝑥 من المجال𝐼.  

𝑓(𝑥)مما سبق نستنتج "استناداً لاختبار كوشي" أن متتالية التوابع المفروضة متقاربة بانتظام من التابع الصفري  = 0  

𝐼على المجال  = [0,1] . 

 متتالية توابع مُعرفة ومستمرة على مجال مغلق مثل 𝑛≥1{𝑓𝑛(𝑥)}لتكن  :(اختبار ديني) (𝟔)مُبرهنة

𝐼 = [𝑎, 𝑏]  وبحيث𝑎, 𝑏 ∈ ℝ ,  وبفرض أن هذه المتتالية متقاربة نقطياً من تابع نهاية مثل𝑓(𝑥)  على𝐼  , 

𝑓𝑛(𝑥), وأن  𝐼مستمر على  𝑓(𝑥)وبفرض أن تابع النهاية  ≥ 𝑓𝑛+1(𝑥)   اعتباراً من قيمة معينة لـ𝑛. 

 .𝐼على المجال المغلق  𝑓(𝑥)متقاربة بانتظام من التابع  𝑛≥1{𝑓𝑛(𝑥)}عندئذٍ تكون المتتالية 

 طبيق والفهم فقط والبرهان غير مطلوب"للت"  

𝑓𝑛(𝑥)وبحيث  𝑛≥1{𝑓𝑛(𝑥)}لتكن لدينا متتالية التوابع : مثال =
sin 𝑥

𝑛
𝑥 و  ∈ 𝐼 = [0, 𝜋]. 

 . 𝐼على  من التابع الصفري المطلوب أثبت أنها متقاربة بانتظام

 : من الواضح أن حدود المتتالية التابعية المفروضةحلال

𝑓1(𝑥) = sin 𝑥  , 𝑓2(𝑥) =
sin 𝑥

2
, 𝑓3(𝑥) =

sin 𝑥

3
,… , 𝑓𝑛(𝑥) =

sin 𝑥

𝑛
,… 

𝐼عبارة عن توابع مستمرة على  = [0, 𝜋]. 

𝑓(𝑥) = lim
𝑛⟶+∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑛⟶+∞

sin 𝑥

𝑛
= sin 𝑥 lim

𝑛⟶+∞

1

𝑛
= sin 𝑥 . 0 = 0 

𝑓(𝑥)أي أن متتالية التوابع المفروضة متقاربة نقطياً من التابع الصفري  = 𝐼على المجال  0 = [0, 𝜋]. 

𝑓(𝑥)من الواضح أن تابع النهاية للمتتالية المفروضة والذي هو التابع الصفري  =  أيضاً مستمرعلى 0

𝐼 = [0, 𝜋]. 
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 منطقياً لدينا:

𝑛 = 𝑛   ;   ∀ 𝑛 ≥ 1 ⇒ 𝑛 < 𝑛 + 1   ;  ∀ 𝑛 ≥ 1 ⇒
1

𝑛
>

1

𝑛 + 1
   ;   ∀ 𝑛 ≥ 1    

⇒⏟
sin 𝑥   نضرب طرفي المتراجحة بـ

ولا تتغير إشارة المتراجحة

مقدار موجب sin 𝑥 لأن

𝑥∈𝐼=[0,𝜋]   من أجل أي قيمة لـ

sin 𝑥

𝑛
>
sin 𝑥

𝑛 + 1
   ;     ∀ 𝑛 ≥ 1  ,   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = [0, 𝜋]  ⇒  

𝑓𝑛(𝑥) > 𝑓𝑛+1(𝑥)    ;    ∀ 𝑛 ≥ 1  ,   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = [0, 𝜋] 

𝐼 المجال المغلقعلى  توابع مستمرةنستنتج أن متتالية التوابع المفروضة حدودها عبارة عن  = [0, 𝜋]  

𝑓(𝑥)الصفري من التابع  متقاربة نقطيا  وأنها  =  تابع مستمرعلى ذلك المجال , وأن تابع النهاية لها هو  0

𝐼على المجال المغلق  = [0, 𝜋]  وأن الشرط ,𝑓𝑛(𝑥) ≥ 𝑓𝑛+1(𝑥) من أجل جميع قيم مُحقق 𝑛 ≥ 1  

𝐼من 𝑥ومن أجل جميع قيم  = [0, 𝜋]وهذا يعني "استناداً لاختبار ديني" أن متتالية التوابع المفروضة متقاربة . 

𝑓(𝑥)بانتظام من التابع الصفري  = 𝐼على المجال  0 = [0, 𝜋]. 

 

 ـةـــــلة داعمـــأمثـــــ

 بحيث 𝑛≥1{𝑓𝑛(𝑥)}: ادرس تقارب المتتالية التابعية (𝟏)مثال

𝑓𝑛(𝑥) =
𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
      ,     𝑥 ∈ 𝐼 = [0,1] 

 : الحل

𝑓(𝑥) = lim
𝑛⟶+∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑛⟶+∞

𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
= 0 

𝑓(𝑥)أي أن متتالية التوابع المفروضة متقاربة نقطياً من التابع الصفري  = 𝐼على المجال  0 = [0,1]. 

𝑰لنرى فيما إذا كان تقاربها من التابع الصفري منتظم أم غير منتظم على  = [𝟎,  ؟ [𝟏

 : (4)من أجل ذلك سوف نستعين بالمبرهنة

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = |
𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
− 0| = |

𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
| =⏟

كون 𝑛 موجبة

و 𝑥∈𝐼=[0,1] أي موجبة

𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
 ⇒ 

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| =
𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
    ;    ∀ 𝑛 ≥ 1  ,   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = [0,1]

⏟                                      
∗
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 منطقياً لدينا

(𝑛𝑥 − 1)2 ≥ 0    ;    ∀ 𝑛 ≥ 1  ,   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = [0,1] 

𝑛2𝑥2 − 2𝑛𝑥 + 1 ≥ 0    ;   ∀ 𝑛 ≥ 1  ,   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = [0,1] 

𝑛2𝑥2 + 1 ≥ 2𝑛𝑥    ;   ∀ 𝑛 ≥ 1  ,   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = [0,1] 

𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
≤
1

2𝑛
    ;    ∀ 𝑛 ≥ 1  ,   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = [0,1]

⏟                              
∗∗

 

 نستفيد من ** في * لنحصل من ذلك على:

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤
1

2𝑛
    ;    ∀ 𝑛 ≥ 1  ,   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = [0,1] 

 ومنهُ:

𝑀𝑛 = sup
𝑥∈𝐼=[0,1]

{|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)|} =
1

2𝑛
          ;     ∀ 𝑛 ≥ 1 

lim
𝑛⟶+∞

𝑀𝑛 = lim
𝑛⟶+∞

sup
𝑥∈𝐼=[0,1]

{|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)|} = lim
𝑛⟶+∞

1

2𝑛
= 0 

 من التابع الصفريمتقاربة نقطيا  وبانتظام " أن متتالية التوابع المفروضة (4)للمبرهنةوهذا يعني "استناداً 

𝑓(𝑥) = 𝐼على المجال  0 = [0,1]  . 

 بحيث 𝑛≥1{𝑓𝑛(𝑥)}: ادرس تقارب المتتالية التابعية (𝟐)مثال

𝑓𝑛(𝑥) =
𝑛𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
      ;      𝑥 ∈ 𝐼 = [0,1] 

 : الحل

𝑓(𝑥) = lim
𝑛⟶+∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑛⟶+∞

𝑛𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
= 0 

𝑓(𝑥)أي أن متتالية التوابع المفروضة متقاربة نقطياً من التابع الصفري  = 𝐼على المجال  0 = [0,1]. 

𝑰لنرى فيما إذا كان تقاربها من التابع الصفري منتظم أم غير منتظم على  = [𝟎,  ؟ [𝟏

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = |
𝑛𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
− 0| = |

𝑛𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
| =⏟

كون 𝑛 موجبة

و 𝑥∈𝐼=[0,1] أي موجب

𝑛𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
 ⇒ 

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| =
𝑛𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
    ;    ∀ 𝑛 ≥ 1  ,   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = [0,1]

⏟                                      
∗

 

 منطقياً لدينا
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(𝑛𝑥 − 1)2 ≥ 0    ;    ∀ 𝑛 ≥ 1  ,   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = [0,1] 

𝑛2𝑥2 − 2𝑛𝑥 + 1 ≥ 0    ;   ∀ 𝑛 ≥ 1  ,   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = [0,1]             

𝑛2𝑥2 + 1 ≥ 2𝑛𝑥    ;   ∀ 𝑛 ≥ 1  ,   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = [0,1]     

𝑛𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
≤
1

2
    ;    ∀ 𝑛 ≥ 1  ,   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = [0,1]

⏟                            
∗∗

 

 * لنحصل من ذلك على: نستفيد من ** في

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤
1

2
    ;    ∀ 𝑛 ≥ 1  ,   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = [0,1] 

 ومنهُ:

𝑀𝑛 = sup
𝑥∈𝐼=[0,1]

{|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)|} =
1

2
          ;     ∀ 𝑛 ≥ 1 

lim
𝑛⟶+∞

𝑀𝑛 = lim
𝑛⟶+∞

sup
𝑥∈𝐼=[0,1]

{|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)|} = lim
𝑛⟶+∞

1

2
=
1

2
≠ 0 

 التابع الصفري من مغير منتظلكن هذا التقارب  متقاربة نقطياً وهذا يعني أن متتالية التوابع المفروضة 

𝑓(𝑥) = 𝐼على المجال  0 = [0,1]  . 

 بحيث 𝑛≥1{𝑓𝑛(𝑥)}: ادرس تقارب المتتالية التابعية (𝟑)مثال

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥
2 +

sin 𝑛 (𝑥 +
𝜋
2)

𝑛
      ,      𝑥 ∈ 𝐼 = ℝ 

 : الحل

𝑓(𝑥) = lim
𝑛⟶+∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑛⟶+∞

[𝑥2 +
sin 𝑛 (𝑥 +

𝜋
2)

𝑛
] = 𝑥2 + lim

𝑛⟶+∞

sin 𝑛 (𝑥 +
𝜋
2)

𝑛
 

= 𝑥2 + 0 = 𝑥2  ⇒  𝑓(𝑥) = 𝑥2 

𝑓(𝑥)أي أن متتالية التوابع المفروضة متقاربة نقطياً من التابع  = 𝑥2  على𝐼 = ℝ. 

𝒇(𝒙)لنرى فيما إذا كان تقاربها من تابع النهاية  = 𝒙𝟐  منتظم أم غير منتظم على𝑰 = ℝ ؟ 

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = |𝑥
2 +

sin 𝑛 (𝑥 +
𝜋
2
)

𝑛
− 𝑥2| = |

sin 𝑛 (𝑥 +
𝜋
2
)

𝑛
| =⏟
كون 𝑛 موجبة

|sin 𝑛 (𝑥 +
𝜋
2
)|

𝑛
 ⇒  
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|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| =
|sin 𝑛 (𝑥 +

𝜋
2
)|

𝑛
    ;    ∀ 𝑛 ≥ 1  ,   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = ℝ

⏟                                      
∗

 

  لكن نعلم أن:

|sin 𝑛 (𝑥 +
𝜋

2
)| ≤ 1    ;   ∀ 𝑛 ≥ 1  ,   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = ℝ 

 ومنهُ 

|sin 𝑛 (𝑥 +
𝜋
2
)|

𝑛
≤
1

𝑛
    ;    ∀ 𝑛 ≥ 1  ,   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = ℝ

⏟                              
∗∗

 

 نستفيد من ** في * لنحصل من ذلك على:

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤
1

𝑛
    ;    ∀ 𝑛 ≥ 1  ,   ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = ℝ 

 ومنهُ:

𝑀𝑛 = sup
𝑥∈𝐼=ℝ

{|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)|} =
1

𝑛
          ;     ∀ 𝑛 ≥ 1 

lim
𝑛⟶+∞

𝑀𝑛 = lim
𝑛⟶+∞

sup
𝑥∈𝐼=ℝ

{|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)|} = lim
𝑛⟶+∞

1

𝑛
= 0 

𝑓(𝑥)من التابع متقاربة نقطيا  وبانتظام أن متتالية التوابع المفروضة  يعنيوهذا  = 𝑥2  على𝐼 = ℝ  . 

 بحيث 𝑛≥1{𝑓𝑛(𝑥)}: ادرس تقارب المتتالية التابعية (𝟒)مثال

𝑓𝑛(𝑥) = sin
𝑥

𝑛
      ,     𝑥 ∈ 𝐼 = ℝ 

 : الحل

𝑓(𝑥) = lim
𝑛⟶+∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑛⟶+∞

sin
𝑥

𝑛
= sin 0 = 0 

𝑓(𝑥) الصفري أي أن متتالية التوابع المفروضة متقاربة نقطياً من التابع = 𝐼على  0 = ℝ. 

𝒇(𝒙)لنرى فيما إذا كان تقاربها من تابع النهاية  = 𝑰منتظم أم غير منتظم على  𝟎 = ℝ ؟ 

𝑓(𝑥)لنفرض جدلاً أن متتالية التوابع المفروضة متقاربة بانتظام من التابع الصفري  = 𝐼 على 0 = ℝ. 

𝜀لنأخذ العدد الحقيقي الموجب  =
1

2
𝜀, وبما أن المتتالية متقاربة بانتظام فيوجد من أجل العدد   =

1

2
 عدد  

𝑁0طبيعي  = 𝑁0 (
1

2
) ≠  بحيث يتحقق: 0
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|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = |sin
𝑥

𝑛
− 0| = |sin

𝑥

𝑛
| <

1

2
  

𝑛المحققة لـ   𝑛من أجل جميع قيم  ≥ 𝑁0  ومن أجل جميع قيم𝑥  من𝐼 = ℝ . 

𝑛المحققة لـ   𝑛محقق من أجل جميع قيم  السابق بالتالي ≥ 𝑁0 كُل النقاط ومن أجل 𝑥𝑛 =
𝑛𝜋

2
𝐼من   = ℝ. 

 أي:

|sin

𝑛𝜋
2
𝑛
| = |sin

𝜋

2
| = 1 <

1

2
 

1لكن ما سبق مستحيل أن يكون صحيحاً لأن  ≮
1

2
 خاطئ و متتالية التوابع المفروضة . بالتالي الفرض الجدلي 

𝑓(𝑥)متقاربة نقطياً وليس بانتظام من التابع الصفري  = 𝐼على  0 = ℝ  . 

𝐼وقمنا بتعديل بسيط وهو بأن نأخذ   2: إذا عُدنا للمثال الموجود في صـمُلاحظة إضافية هامة = [0,+∞[ 

 فنجد أن:

𝑓(𝑥) = lim
𝑛⟶+∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑛⟶+∞

1

𝑛𝑥 + 1
= {

1    𝑖𝑓    𝑥 = 0
0    𝑖𝑓     𝑥 > 0

 

𝑓𝑛(𝑥)إن حدود المتتالية المفروضة  =
1

𝑛𝑥+1
𝐼عبارة عن توابع مستمرة على   = 𝑛لكُل  ]∞+,0] ≥ 1  

𝐼غير مستمر على  𝑓(𝑥)لكن تابع النهاية لها أي  = 𝑥لأنهُ غير مستمر)منقطع( عند  ]∞+,0] = 0. 

}بقة" أن متتالية التوابع من هُنا نستنتج "استناداً للنتيجة الأولى من بداية المحاضرة السا
1

𝑛𝑥+1
}
𝑛≥1

 ليست 

𝐼على  𝑓(𝑥)متقاربة بانتظام من التابع  = [0,+∞[. 

 

 انتهت المحاضرة السابعة

    


