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 (𝟏)من التحليل مراجـعـة

 نسمي أي تطبيق :الحقيقية العددية تعريف المتتالية

𝑎:ℕ∗ ⟶ℝ 

                      𝑛 ⟼ 𝑎(𝑛)           

ℕقه لمنط
∗
= {1,2,3, …  بمتتالية عددية حقيقية. ℝومستقره مجموعة الأعداد الحقيقية  {

𝑎(𝑛)ونرمز اختصاراً بـِ  = 𝑎𝑛  لصورة العدد𝑛  منℕ
∗

 ونرمز لهذه المتتالية كما  𝑎وفق التطبيق  

 :بالرمز

{𝑎𝑛}𝑛≥1   أو     {𝑎𝑛}𝑛∈ℕ
∗ ,𝑎1}  أو     𝑎2, … , 𝑎𝑛, … ,𝑎1   أو  { 𝑎2, … , 𝑎𝑛, … 

 بالحد العام للمتتالية ونستطيع معرفة جميع حدود 𝑎𝑛الحد الثاني و 𝑎2الحد الأول للمتتالية و 𝑎1نسمي 

 متتالية بمعرفة الحد العام لها.

  :ةبسيط ةتوضيحي أمثلة

 (1 {
1

𝑛
}
𝑛∈ℕ

𝑎𝑛متتالية عددية حقيقية حدها العام  ∗ =
1

𝑛
 ومنه   

𝑎1 = 1 , 𝑎2 =
1

2
 , 𝑎3 =

1

3
 , … , 𝑎𝑛 =

1

𝑛
 , …. 

  .إن المتتالية السابقة تندرج ضمن المتتاليات الحسابية

(2 {2𝑛 − 1}
𝑛∈ℕ

𝑎𝑛متتالية عددية حقيقية حدها العام  ∗ = 2𝑛 −  ومنه   1

𝑎1 = 1 , 𝑎2 = 3 , 𝑎3 = 5 , … , 𝑎𝑛 = 2𝑛 − 1 , …. 

𝑛∈ℕ{𝑎𝑛}لتكن لدينا المتتالية العددية  :سلسلة العددية الحقيقيةمتعريف ال
 والتي حدودها ∗

𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛, … 

 فنحصل على المقدار: ولنربط بين حدود هذه المتتالية بعملية الجمع

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 +⋯+ 𝑎𝑛 +⋯ 

 حدها 𝑎𝑛حدها الثاني و 𝑎2سلسلة و متبالحد الأول لل 𝑎1سلسلة عددية , كما ونسمي متنسمي المقدار السابق 

 العام. 

∑سلسلة السابقة بالرمز المختصر متنرمز لل 𝑎𝑛
+∞
𝑛=1 :أي أن 

 



𝑾𝑾𝑾.𝒇𝒂𝒄𝒆𝒃𝒐𝒐𝒌. 𝒄𝒐𝒎/𝒑𝒓𝒊𝒎𝒂𝒗𝒊𝒓𝒂𝟑𝟑 

 

ة|  3 ح ف ص ل  مقابــل كليــة الفنـــون الجميلـــة −مكتبــــــة بريمـــــا فيــــــرا                                    ا

         𝑀𝑜𝑏 ∶ 0993586758 − 𝑇𝑒𝑙 ∶ 011  2124436                             

∑𝑎𝑛

+∞

𝑛=1

= 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 +⋯+ 𝑎𝑛 +⋯ 

 سلسلة العدديةمتلتكن لدينا ال :تعريف

∑𝑎𝑛

+∞

𝑛=1

= 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 +⋯+ 𝑎𝑛 +⋯ 

 أي  𝑆𝑛سلسلة ونرمز له  بالرمز متالأولى بالمجموع الجزئي النوني لهذه ال 𝑛عندئذٍ نسمي مجموع الحدود الـ 

 أن:

𝑆𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛 

𝑛∈ℕ{𝑆𝑛}نسمي المتتالية 
 سلسلة ومن الواضح أن حدود هذه المتتالية هي:متبمتتالية المجاميع الجزئية لتلك ال ∗

𝑆1 = 𝑎1 , 𝑆2 = 𝑎1 + 𝑎2 , 𝑆3 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 , … , 𝑆𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 +⋯+ 𝑎𝑛 , … 

 سلسلة متنقول عن ال :تعريف

∑𝑎𝑛

+∞

𝑛=1

= 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 +⋯+ 𝑎𝑛 +⋯ 

𝑛∈ℕ{𝑆𝑛}أنها متقاربة إذا وفقط إذا كانت 
 أي  𝑆محدود  حقيقي متتالية المجاميع الجزئية لها متقاربة إلى عدد ∗

 إذا كان

lim
𝑛⟶+∞

𝑆𝑛 = 𝑆     ;      𝑆 ∈ ℝ 

 سلسلة ونكتب:متمجموع ال 𝑆وفي هذه الحالة نسمي 

𝑆 = ∑𝑎𝑛

+∞

𝑛=1

= 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 +⋯+ 𝑎𝑛 +⋯ 

 لحالة سلسلة أنها متباعدة وفي هذه امتسلسلة متباعدة فإننا نقول عن المتأما إذا كانت متتالية المجاميع الجزئية لل

 لا يوجد لها مجموع.

 سلسلة التالية متباعدة مت: برهن على أن ال(𝟏)مثال

∑
1

𝑛

+∞

𝑛=1

= 1 +
1

2
+
1

3
+⋯+

1

𝑛
+⋯ 

𝑛بحيث  ة المفروضةسلسلمتلنشكل المجموع الجزئي النوني لل: البرهان = 2𝑚 نجدف 
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 𝑆2𝑚 = 1 +
1

2
+
1

3
+
1

4
+⋯+

1

2𝑚
 

 من الحد الثاني على شكل مجموعات عدد حدودها ابتداءً  الحدوديمكن أن نكتب  𝑆2𝑚ي الطرف الأيمن من ف

1,2,22, 23, … , 2𝑚−1   حيث𝑚  هي ترتيب المجموعة أي𝑆2𝑚 :تصبح بالشكل 

𝑆2𝑚 = 1 + (
1

2
) + (

1

3
+
1

4
) + (

1

5
+
1

6
+
1

7
+
1

8
) + (

1

9
+⋯+

1

16
) +⋯ 

+(
1

2𝑚−1 + 1
+⋯+

1

2𝑚
) 

الأخير وضربناه بعدد الحدود فيها نحصل على قيمة  الحد وإذا أخذنا من كل مجموعة أصغر حدودها وهو

 أصغر من القيمة الحقيقية لمجموع عناصر المجموعة أي:

𝑆2𝑚 > 1 +
1

2
+ 2(

1

4
) + 4 (

1

8
) + 8 (

1

16
) +⋯+ 2𝑚−1 (

1

2𝑚
) = 1 +

1

2
+
1

2
+⋯+

1

2⏟        
مكررة(𝑚) مرة

 

= 1 +
𝑚

2
 ⇒    𝑆2𝑚 > 1 +

𝑚

2
 

𝑛الأن عندما  ⟶ ⟶𝑚فإن  ∞+  أي ∞+

lim
𝑛⟶+∞

𝑆𝑛 = lim
𝑚⟶+∞

𝑆2𝑚 > lim
𝑚⟶+∞

(1 +
𝑚

2
) = +∞ ⇒ lim

𝑛⟶+∞
𝑆𝑛 = +∞  

  اعدة.متباعدة مما يعني أن المتسلسلة متب ة المجاميع الجزئية للمتسلسلة المفروضةنستنتج مما سبق أن متتالي

 التوافقية وهي دائماً متباعدة تسمى المتسلسلة السابقة بالمتسلسلة

 سلسلة الآتيةمتارب ال: ادرس تق(𝟐)مثال

∑
1

𝑛(𝑛 + 1)

+∞

𝑛=1

 

 سلسلة المفروضة نشكل المجموع الجزئي النوني لها لكن قبل ذلك نفرق الكسرمتلدراسة تقارب ال: الحل

 بالشكل 
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𝑎𝑛 =
1

𝑛(𝑛 + 1)
=
1

𝑛
−

1

𝑛 + 1
 

 الأن نعلم أن:

𝑆𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 +⋯+ 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛  ⇒ 𝑆𝑛 =⏟
بالاستعانة بالتفريق الأخير

 

(
1

1
−
1

2
) + (

1

2
−
1

3
) + (

1

3
−
1

4
) + ⋯+ (

1

𝑛 − 1
−
1

𝑛
) + (

1

𝑛
−

1

𝑛 + 1
) ⇒⏟

بإجراء الاختصارات المناسبة

 

𝑆𝑛 = 1 −
1

𝑛 + 1
 

lim
𝑛⟶+∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛⟶+∞

(1 −
1

𝑛 + 1
) = 1 − lim

𝑛⟶+∞

1

𝑛 + 1
= 1 ⇒ 𝑆 = 1 

∗𝑛∈ℕ{𝑆𝑛}من الأخيرة يتبين لنا أن  = {1 −
1

𝑛+1
}
𝑛∈ℕ∗

 سلسلة المفروضة متمتتالية المجاميع الجزئية لل 

𝑆متقاربة من العدد المحدود  =  متسلسلة المفروضة متقاربة والأكثر من ذلك وهذا بدوره يعني أن ال 1

𝑆مجموعها هو  = 1 . 

 التي لها الشكل العام التالي المتسلسلات الهندسيةنوع خاص من المتسلسلات وهو تذكرة ب -

∑𝑎.𝑞𝑛
+∞

𝑛=0

= 𝑎 + 𝑎. 𝑞 + 𝑎. 𝑞2 +⋯+ 𝑎. 𝑞𝑛 +⋯     ; ,𝑎 عددين حقيقيين       𝑞 

 أساس المتسلسلة الهندسية. 𝑞الأول للمتسلسلة الهندسية , ونسمي  بالحد 𝑎نسمي 

 ونينشكل المجموع الجزئي النمن أجل دراسة التقارب للمتسلسلة الهندسية  :دراسة تقارب المتسلسلة الهندسية

 ونعلم أن: لها 

𝑆𝑛 = 𝑎 + 𝑎. 𝑞 + 𝑎. 𝑞
2 +⋯+ 𝑎. 𝑞𝑛 = 𝑎. (1 + 𝑞 + 𝑞2 + 𝑞3 +⋯+ 𝑞𝑛−1)  ⇒ 

𝑆𝑛 = 𝑎.
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
    ;     𝑞 ≠ 1 

 :وهنا نميز حالات

|𝑞|إذا كان  1− <  فإن  1

lim
𝑛⟶+∞

𝑞𝑛+1 = 0 

 ومنه :

lim
𝑛⟶+∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛⟶+∞

𝑎.
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
=

𝑎

1 − 𝑞
−

1

1 − 𝑞
lim

𝑛⟶+∞
𝑞𝑛+1 =

𝑎

1 − 𝑞
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|𝑞|أي في الحالة التي يكون فيها  <  فإن متتالية المجاميع الجزئية للمتسلسلة الهندسية تكون متقاربة من عدد  1

𝑆محدود  =
𝑎

1−𝑞
|𝑞|وهذا بدوره يعني أن المتسلسلة الهندسية متقاربة في الحالة ,   <  والأكثر من ذلك  1

𝑆مجموعها هو  =
𝑎

1−𝑞
. 

|𝑞|في الحالة التي يكون فيها  2− >  فإن متتالية المجاميع الجزئية للمتسلسلة الهندسية تكون متباعدة وهذا 1

|𝑞|الحالة بدوره يعني أن المتسلسلة الهندسية متباعدة في  >  وليس لها مجموع.  1

 

 بعض من الخواص الأساسية للمتسلسلات العدديةتذكرة ب

∑إذا كانت المتسلسلة  : مبرهنة 𝑎𝑛
+∞
𝑛=1  متقاربة فإن حدها العام𝑎𝑛  ينتهي إلى الصفر عندما تنتهي𝑛  إلى 

 اللانهاية أي أن:

∑ متقاربة 𝑎𝑛

+∞

𝑛=1

 ⇒   lim
𝑛⟶+∞

𝑎𝑛 = 0  

limأما العكس فهو ليس بالضرورة صحيح أي إذا كان  
𝑛⟶+∞

𝑎𝑛 =  فليس من الضروري أن تكون المتسلسلة0

 ∑ 𝑥𝑛
+∞
𝑛=1 :متقاربة ومثال على العكس هو المتسلسلة التوافقية 

∑
1

𝑛

+∞

𝑛=1

 

limفلاحظ أن 
𝑛⟶+∞

1

𝑛
=  لكن المتسلسلة التوافقية السابقة متباعدة وتم البرهان على ذلك سابقاً. 0

∑للمتسلسلة  𝑎𝑛إذا كانت نهاية الحد العام  :نتيجة 𝑎𝑛
+∞
𝑛=1 .لا يسعى إلى الصفر فإن المتسلسلة حتماً متباعدة 

 المتسلسلة الآتية أو تباعد : ادرس تقارب(𝟏)مثال

∑
𝑛

2𝑛 + 1

+∞

𝑛=1

 

 : من الملاحظ أنالحل

𝑎𝑛 =
𝑛

2𝑛 + 1
 ⇒ lim

𝑛⟶+∞

𝑛

2𝑛 + 1
=
1

2
≠ 0 ⇒⏟

بحسب النتيجة السابقة

 المتسلسلة المفروضة متباعدة
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 المتسلسلة أو تباعد : ادرس تقارب(𝟐)مثال

∑ sin(𝑛)

+∞

𝑛=1

 

𝑎𝑛: من الملاحظ أن الحد العام للمتسلسلة المفروضة هو الحل = sin(𝑛)  وأنه  لا يسعى إلى نهاية معينة 

 إلى اللانهاية وهذا بدوه يعني أن المتسلسلة المفروضة متباعدة. 𝑛ومحدودة عندما تسعى 

   

 معايير أو اختبارات تقارب أو تباعد المتسلسلاتتذكرة ب

∑: إذا كانت اختبار المقارنة 1− 𝑎𝑛
+∞
𝑛=1 , ∑ 𝑏𝑛

+∞
𝑛=1 متسلسلتين ك ل منهما ذات حدود موجبة أي 

𝑎𝑛 > 0 , 𝑏𝑛 > 0    ;   ∀ 𝑛 ∈ ℕ
∗ 

𝑎𝑛وإذا كان  ≤ 𝑏𝑛  لك ل 𝑛 ∈ ℕ∗ :فإن ما يلي محقق 

∑إذا كانت المتسلسلة  - 𝑏𝑛
+∞
𝑛=1  متقاربة فإننا نحكم مباشرةً على المتسلسلة∑ 𝑎𝑛

+∞
𝑛=1 .أنها متقاربة 

∑إذا كانت المتسلسلة  - 𝑎𝑛
+∞
𝑛=1 فإننا نحكم مباشرةً على المتسلسلة  متباعدة∑ 𝑏𝑛

+∞
𝑛=1 باعدةأنها مت. 

 : ادرس تقارب أو تباعد المتسلسلة الآتيةمثال

∑
1

√𝑛

+∞

𝑛=1

 

𝑏𝑛هو  : إن الحد العام للمتسلسلة المفروضةالحل =
1

√𝑛
 ولدينا: 

√𝑛 ≤ 𝑛   ;   ∀ 𝑛 ∈ ℕ∗  ⇒
1

√𝑛
≥
1

𝑛
   ;    ∀ 𝑛 ∈ ℕ∗   

𝑎𝑛نضع  =
1

𝑛
𝑛لك ل   ∈ ℕ∗ :وبالتالي أصبح لدينا 

𝑎𝑛 =
1

𝑛
≤ 𝑏𝑛 =

1

√𝑛
   ;    ∀ 𝑛 ∈ ℕ∗  

𝑎𝑛𝑑

∑  متسلسلة توافقية ونعلم أنها متباعدة
1

𝑛

+∞

𝑛=1 }
 
 

 
 

 ⇒⏟
بحسب اختبار المقارنة

 المتسلسلة المفروضة متباعدة     

∑: إذا كانت قاعدة المقارنة(أو ) اختبار نهاية النسبة 2− 𝑎𝑛
+∞
𝑛=1 , ∑ 𝑏𝑛

+∞
𝑛=1  متسلسلتين ك ل منهما ذات 

 حدود موجبة أي

𝑎𝑛 > 0 , 𝑏𝑛 > 0    ;   ∀ 𝑛 ∈ ℕ
∗ 

 وإذا كان:
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lim
𝑛⟶+∞

𝑎𝑛
𝑏𝑛
= 𝐴   ;     

𝐴 عدد  حقيقي موجب غير معدوم

𝐴 حقيقي  > 0
 

 أي: )نوع واحد( واحدةفإن المتسلسلتين المفروضتين من طبيعة 

∑إذا كانت المتسلسلة   - 𝑎𝑛
+∞
𝑛=1  متقاربة فإن المتسلسلة∑ 𝑏𝑛

+∞
𝑛=1 .تكون متقاربة وبالعكس 

∑إذا كانت المتسلسلة   - 𝑎𝑛
+∞
𝑛=1  متباعدة فإن المتسلسلة∑ 𝑏𝑛

+∞
𝑛=1 وبالعكس. تكون متباعدة 

∑لتكن  :معيار أو اختبار دالامبير أو يسمى باختبار النسبة 3− 𝑎𝑛
+∞
𝑛=1  متسلسلة عددية ذات حدود موجبة أي 

 أن:

𝑎𝑛 > 0     ;   ∀ 𝑛 ∈ ℕ
∗ 

 ولنفرض أن:

lim
𝑛⟶+∞

𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

= 𝑅     ;  𝑅 عدد حقيقي     

 عندئذٍ:

𝑅عندما  - < ∑فإن السلسلة  1 𝑎𝑛
+∞
𝑛=1 .متقاربة 

𝑅عندما  - > ∑فإن السلسلة  1 𝑎𝑛
+∞
𝑛=1 .متباعدة 

𝑅عندما  - =  أمام حالة شك أي لا يمكن من خلال اختبار دالامبير الحكم فيما إذا كانت المتسلسلة  فنحن 1

 المفروضة متقاربة أم متباعدة.

 :معيار أو اختبار كوشي أو يسمى باختبار الجذر النوني 4−

∑لتكن  𝑎𝑛
+∞
𝑛=1  متسلسلة عددية ذات حدود موجبة أي 

𝑎𝑛 > 0     ;   ∀ 𝑛 ∈ ℕ
∗ 

 ولنفرض أن:

lim
𝑛⟶+∞

√𝑎𝑛
𝑛 = 𝑅     ;  𝑅 عدد حقيقي     

 عندئذٍ:

𝑅عندما  - < ∑فإن السلسلة  1 𝑎𝑛
+∞
𝑛=1 .متقاربة 

𝑅عندما  - > ∑فإن السلسلة  1 𝑎𝑛
+∞
𝑛=1 .متباعدة 

𝑅عندما  - =  فنحن أمام حالة شك أي لا يمكن من خلال اختبار الجذر النوني الحكم فيما إذا كانت المتسلسلة  1

 متباعدة.المفروضة متقاربة أم 
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 :معيار أو اختبار راب 5−

∑لتكن  𝑎𝑛
+∞
𝑛=1  متسلسلة عددية ذات حدود موجبة أي 

𝑎𝑛 > 0     ;   ∀ 𝑛 ∈ ℕ
∗ 

 ولنفرض أن:

lim
𝑛⟶+∞

𝑛 (
𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

− 1) = 𝑅     ;  𝑅 عدد حقيقي     

 عندئذٍ:

𝑅عندما  - > ∑فإن السلسلة  1 𝑎𝑛
+∞
𝑛=1 .متقاربة 

𝑅عندما  - < ∑فإن السلسلة  1 𝑎𝑛
+∞
𝑛=1 .متباعدة 

𝑅عندما  - =  فنحن أمام حالة شك أي لا يمكن من خلال اختبار راب الحكم فيما إذا كانت المتسلسلة  1

 المفروضة متقاربة أم متباعدة.

 : في حال فشل اختبار دالامبير بالحكم فيما إذا كانت المتسلسلة متقاربة أم متباعدة نقوم بتطبيق اختبار مُلاحظة

 راب.

 تقارب أو تباعد المتسلسلة الآتية: ادرس مثال

∑
1

𝑛2

+∞

𝑛=1

 

𝑎𝑛: إن الحد العام للمتسلسلة المفروضة هو الحل =
1

𝑛2
, ولدراسة تقارب أو تباعد المتسلسلة المفروضة نطبق  

 اختبار راب ومن أجل ذلك نشكل:

𝑛 (
𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

− 1) = 𝑛 [

1
𝑛2

1
(𝑛 + 1)2

− 1] = 𝑛 [
(𝑛 + 1)2

𝑛2
− 1] = 𝑛 [

𝑛2 + 2𝑛 + 1 − 𝑛2

𝑛2
] 

=
2𝑛 + 1

𝑛
  

 ن:ومنه  نجد أ

lim
𝑛⟶+∞

𝑛 (
𝑎𝑛
𝑎𝑛+1

− 1) = lim
𝑛⟶+∞

2𝑛 + 1

𝑛
= 2 > 1 

 ومن الأخيرة يتبين لنا أن المتسلسلة المفروضة متقاربة استناداً لاختبار راب.

 انتهت المحاضرة الأولى


