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,𝑎, وليكن  𝐺زمرة جزئية في  𝐻زمرة , ولتكن  𝐺: لتكن مُبرهنة 𝑏 ∈ 𝐺  عنصرين كيفيين. عندئذٍ تكون 

 القضايا التالية صحيحة:

−1  𝑎 ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻 

−2  𝑎 ⋅ 𝐻 = 𝐻  عندما وفقط عندما𝑎 ∈ 𝐻 

𝑎إما  3− ⋅ 𝐻 ⋂ 𝑏 ⋅ 𝐻 = 𝜙  أو𝑎 ⋅ 𝐻 = 𝑏 ⋅ 𝐻 

−4 𝑎 ⋅ 𝐻 = 𝑏 ⋅ 𝐻  عندما وفقط عندما𝑏−1 ⋅ 𝑎 ∈ 𝐻 

−5 𝑎 ⋅ 𝐻  زمرة جزئية في𝐺  عندما وفقط عندما𝑎 ∈ 𝐻 

 :البرهان

"فهي زمرة بحد ذاتها بالتالي فإن المحايد بالنسبة للعملية  𝐺زمرة جزئية في  𝐻بما أن  1− ⋅   𝐻موجود في  "

𝑒أي  ∈ 𝐻. 

 نستطيع كتابة 𝐺من الزمرة  𝑎من أجل أي عنصر كيفي 

𝑎 =⏟
لأن 𝑒 محايد

في الزمرة 𝐺 بالنسبة للعملية "⋅"

𝑎 ⋅ 𝑒 

𝑒 ∈ 𝐻 ⇒⏟
𝐻 استنادا   لتعريف المرافقة اليسارية للزمرة الجزئية

𝑎 والمولدة بالعنصر 𝐺 في الزمرة

𝑎 ⋅ 𝑒 ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻 ⇒⏟
بالاستفادة مما سبق

𝑎 ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻    وهو المطلوب 

−2  

 ⇐⏟
لزوم الشرط

𝑎ليكن  ∈ 𝐺  كيفي , ولنفرض أن𝑎 ⋅ 𝐻 = 𝐻  ولنثبت أن ,𝑎 ∈ 𝐻. 

𝐻  لدينا فرضا   = 𝑎 ⋅ 𝐻 ⇒⏟
كون 𝐻 زمرة

𝑒 ∈ 𝐻 = 𝑎 ⋅ 𝐻 ⇒  𝑒 ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻  

ℎمن الأخيرة نستنتج "استنادا  لتعريف المرافقة اليسارية" أنهُ يوجد عنصر  ∈ 𝐻 بحيث 

𝑒 = 𝑎 ⋅ ℎ   … (1)     

"بالنسبة للعملية  𝐻في  ℎ−1مقلوب  ℎفيوجد للعنصر  زمرة 𝐻بما أن  ⋅  ويتحقق "

𝑒 = ℎ−1 ⋅ ℎ   … (2) 

 نجد أن: (2)و  (1)من 

𝑎 ⋅ ℎ = ℎ−1 ⋅ ℎ  ⇒⏟
كون 𝐻 زمرة فانظر للمحاضرة السادسة صـ2

فتجد أن قانون الاختصار من اليسار محقق

𝑎 = ℎ−1  ⇒⏟
ℎ−1∈𝐻 كون

𝑎 ∈ 𝐻         وهو المطلوب 
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⇒⏟
كفاية الشرط

𝑎ليكن  ∈ 𝐺 ولنفرض أن  كيفي ,𝑎 ∈ 𝐻  ولنثبت أن ,𝑎 ⋅ 𝐻 = 𝐻. 

𝑥لنأخذ عنصر كيفي  ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻  بالتالي نستنتج "استنادا  لتعريف المرافقة اليسارية" أنهُ يوجد عنصرℎ ∈ 𝐻  

 بحيث

𝑥 = 𝑎 ⋅ ℎ  

 
𝑎  فرضا   ∈ 𝐻

𝑎𝑛𝑑
ℎ ∈ 𝐻

} ⇒⏟
كون 𝐻 زمرة فهي مغلقة

بالنسبة للعملية "⋅"

𝑎 ⋅ ℎ ∈ 𝐻 ⇒⏟
بالاستفادة مما سبق

𝑥 ∈ 𝐻        

𝑎من  𝑥أخذنا عنصر كيفي  ⋅ 𝐻  و وجدنا أن𝑥  موجود في𝐻 مما يعني أن 

𝑎 ⋅ 𝐻 ⊆ 𝐻  … (1) 

ℎلنأخذ عنصر كيفي  ∈ 𝐻  وبما أن𝐻  زمرة فإن𝑒 ∈ 𝐻 ويتحقق 

ℎ = 𝑒 ⋅ ℎ =⏟
كون 𝑎∈𝐻 و 𝐻 زمرة

𝑎⋅𝑎−1=𝑒 ويكون 𝑎−1∈𝐻 فإن

ℎ = (𝑎 ⋅ 𝑎−1) ⋅ ℎ =⏟
كون 𝐻 زمرة

𝐻 فالعملية "⋅" تجميعية على عناصر

ℎ = 𝑎 ⋅ (𝑎−1 ⋅ ℎ) 

⇒⏟
بما أن ℎ∈𝐻  و 𝑎−1∈𝐻 فيكون 𝑎−1⋅ℎ∈𝐻 وبالتالي نجد

𝐻 استنادا   لتعريف المرافقة اليسارية للزمرة الجزئية

𝑎 والمولدة بالعنصر 𝐺 في الزمرة

ℎ ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻 

𝑎موجود في  ℎو وجدنا أن  𝐻من  ℎأخذنا عنصر كيفي  ⋅ 𝐻 مما يعني أن 

𝐻 ⊆ 𝑎 ⋅ 𝐻  … (2) 

 نجد أن (2)و  (1)من 

𝐻 = 𝑎 ⋅ 𝐻     وهو المطلوب 

,𝑎من أجل أي عنصرين كيفيين  3− 𝑏 ∈ 𝐻 لدينا 

𝑎 ⋅ 𝐻 ⊆⏟
من تعريف

المرافقة اليسارية

𝐺      𝑎𝑛𝑑       𝑏 ⋅ 𝐻 ⊆⏟
من تعريف

المرافقة اليسارية

𝐺      

𝑎إذا كان  - ⋅ 𝐻 ⋂ 𝑏 ⋅ 𝐻 = 𝜙 .فيتم المطلوب 

𝑎لنفرض أن  - ⋅ 𝐻 ⋂ 𝑏 ⋅ 𝐻 ≠ 𝜙  ولنثبت أن𝑎 ⋅ 𝐻 = 𝑏 ⋅ 𝐻. 

𝑎بما أن  ⋅ 𝐻 ⋂ 𝑏 ⋅ 𝐻 ≠ 𝜙  فيوجد عنصر واحد على الأقل𝑑 ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻 ⋂ 𝑏 ⋅ 𝐻 ومن ثم "استنادا  لتعريف 

 نجد أن التقاطع" 
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𝑑 ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻     𝑎𝑛𝑑       𝑑 ∈ 𝑏 ⋅ 𝐻 

𝑑بما أن  ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻  فيوجد "بحسب تعريف المرافقة اليسارية" عنصرℎ1 ∈ 𝐻 بحيث 

𝑑 = 𝑎 ⋅ ℎ1   … (1) 

𝑑بما أن  و ∈ 𝑏 ⋅ 𝐻 بحسب تعريف المرافقة اليسارية" عنصر  فيوجد"ℎ2 ∈ 𝐻 بحيث 

𝑑 = 𝑏 ⋅ ℎ2   … (2) 

 نجد أن: (2)و  (1)من 

𝑎 ⋅ ℎ1 = 𝑏 ⋅ ℎ2  ⇒⏟
كون 𝐻 زمرة

𝐻 في ℎ1
فيوجد للعنصر ℎ1 مقلوب 1−

"  

(𝑎 ⋅ ℎ1) ⋅ ℎ1
−1 = (𝑏 ⋅ ℎ2) ⋅ ℎ1

−1 

⇒⏟
𝑎,𝑏,ℎ1,ℎ1

−1,ℎ2∈𝐺 زمرة و 𝐺 كون

𝐺 فالعملية "⋅" تجميعية على عناصر
 

𝑎 ⋅ (ℎ1 ⋅ ℎ1
−1) = 𝑏 ⋅ (ℎ2 ⋅ ℎ1

−1) ⇒⏟
ℎ1⋅ℎ1

−1=𝑒

𝑎 ⋅ 𝑒 = 𝑏 ⋅ (ℎ2 ⋅ ℎ1
−1) 

⇒⏟
𝑒 محايد

   𝑎 = 𝑏 ⋅ (ℎ2 ⋅ ℎ1
−1)  ⇒ 𝑎 ⋅ 𝐻 = 𝑏 ⋅ (ℎ2 ⋅ ℎ1

−1) ⋅ 𝐻 

ℎ1لكن بما أن 
ℎ2زمرة فإن  𝐻وأن  𝐻من  ℎ2و  1− ⋅ ℎ1

 فإن " 𝟐−"استناداً لـ  وبالتالي  𝐻من  1−

(ℎ2 ⋅ ℎ1
−1) ⋅ 𝐻 = 𝐻 

 بالعودة نجد أن

𝑎 ⋅ 𝐻 = 𝑏 ⋅ 𝐻            وهو المطلوب 

−4  

⇐⏟
لزوم الشرط

,𝑎ليكن  𝑏 ∈ 𝐺 ولنفرض أن  كيفيين ,𝑎 ⋅ 𝐻 = 𝑏 ⋅ 𝐻  ولنثبت أن ,𝑏−1 ⋅ 𝑎 ∈ 𝐻. 

𝑎    بالاستفادة من 1− ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻 =⏟
فرضا  

𝑏 ⋅ 𝐻 ⇒   𝑎 ∈ 𝑏 ⋅ 𝐻 

ℎ0من الأخيرة نستنتج "استنادا  لتعريف المرافقة اليسارية" أنهُ يوجد عنصر  ∈ 𝐻 بحيث 

𝑎 = 𝑏 ⋅ ℎ0        

"بالنسبة للعملية  𝐺في  𝑏−1مقلوب  𝑏زمرة فيوجد للعنصر  𝐺بما أن  ⋅  ومنهُ يكون "

𝑏−1 ⋅ 𝑎 = 𝑏−1 ⋅ (𝑏 ⋅ ℎ0) ⇒⏟
كون 𝐺 زمرة

𝐺 فالعملية "⋅" تجميعية على عناصر

  𝑏−1 ⋅ 𝑎 = (𝑏−1 ⋅ 𝑏) ⋅ ℎ0    
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⇒⏟
𝑏−1⋅𝑏=𝑒

𝑏−1 ⋅ 𝑎 = 𝑒 ⋅ ℎ0   ⇒⏟
𝑒 محايد

𝑏−1 ⋅ 𝑎 = ℎ0 

ℎ0  بما أن ∈ 𝐻 ⇒  𝑏
−1 ⋅ 𝑎 ∈ 𝐻           وهو المطلوب 

⇒⏟
كفاية الشرط

,𝑎ليكن  𝑏 ∈ 𝐺 ولنفرض أن  ينكيفي ,𝑏−1 ⋅ 𝑎 ∈ 𝐻  ولنثبت أن ,𝑎 ⋅ 𝐻 = 𝑏 ⋅ 𝐻. 

𝑏−1بما أن  ⋅ 𝑎 ∈ 𝐻  فنستنتج "استنادا  لتعريف المرافقة اليسارية" أنهُ يوجد عنصرℎ1 ∈ 𝐻 بحيث 

𝑏−1 ⋅ 𝑎 = ℎ1  ⇒ 𝑏 ⋅ (𝑏−1 ⋅ 𝑎) = 𝑏 ⋅ ℎ1 ⇒⏟
كون 𝐺 زمرة

𝐺 فالعملية "⋅" تجميعية على عناصر

(𝑏 ⋅ 𝑏−1) ⋅ 𝑎 = 𝑏 ⋅ ℎ1  

⇒⏟
𝑏⋅𝑏−1=𝑒

𝑒 ⋅ 𝑎 = 𝑏 ⋅ ℎ1   ⇒⏟
𝑒 محايد

 𝑎 = 𝑏 ⋅ ℎ1  ⇒⏟
استنادا   لتعريف

المرافقة اليسارية

𝑎 ∈  𝑏 ⋅ 𝐻 

𝑎أن  (1)ونعلم بحسب  ∈  𝑎 ⋅ 𝐻 

 أصبح لدينا
𝑎 ∈  𝑎 ⋅ 𝐻
𝑎𝑛𝑑

𝑎 ∈  𝑏 ⋅ 𝐻
} ⇒ 𝑎 ⋅ 𝐻 ⋂ 𝑏 ⋅ 𝐻 ≠ 𝜙  ⇒⏟

بحسب 3−

𝑎 ⋅ 𝐻 = 𝑏 ⋅ 𝐻        وهو المطلوب 

 −5  

⇐⏟
لزوم الشرط

𝑎ليكن  ∈ 𝐺  كيفي , ولنفرض أن𝑎 ⋅ 𝐻  زمرة جزئية في𝐺  ولنثبت أن ,𝑎 ∈ 𝐻. 

𝑎بما أن  ⋅ 𝐻  زمرة جزئية في𝐺  فإن المحايد بالنسبة للعملية" ⋅ 𝑎موجود في  " ⋅ 𝐻  أي𝑒 ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻. 

𝑒بما أن  ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻  فنستنتج "استنادا  لتعريف المرافقة اليسارية" أنهُ يوجد عنصرℎ ∈ 𝐻 بحيث 

𝑒 = 𝑎 ⋅ ℎ ⇒⏟
ℎ−1 مقلوب ℎ زمرة فيوجد للعنصر 𝐻 كون

بالنسبة للعملية "⋅"

𝑒 ⋅ ℎ−1 = (𝑎 ⋅ ℎ) ⋅ ℎ−1  

⇒⏟
كون 𝐺 زمرة

𝐺 فالعملية "⋅" تجميعية على عناصر

𝑒 ⋅ ℎ−1 = 𝑎 ⋅ (ℎ ⋅ ℎ−1) ⇒⏟
ℎ⋅ℎ−1=𝑒 و 𝑒 محايد

ℎ−1 = 𝑎 ⋅ 𝑒 ⇒⏟
𝑒 محايد

 ℎ−1 = 𝑎 

ℎ−1 ∈ 𝐻 ⇒ 𝑎 ∈ 𝐻        وهو المطلوب 

⇒⏟
كفاية الشرط

𝑎ليكن  ∈ 𝐺  كيفي , ولنفرض أن𝑎 ∈ 𝐻  ولنثبت أن ,𝑎 ⋅ 𝐻  زمرة جزئية في𝐺. 

𝑎بما أن  ∈ 𝐻   أن  " 𝟐−"استناداً لـ  فنجد𝑎 ⋅ 𝐻 = 𝐻  وبما أن ,𝐻  زمرة جزئية في𝐺  فإن𝑎 ⋅ 𝐻  زمرة 

 .وهو المطلوب                                                                                           .𝐺جزئية في 
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 إلى أن المبرهنة السابقة تبقى صحيحة إذا كانت المرافقات يمينية. أي أن خواص المرافقات  تجدر الإشارة - 

 .𝐺في  𝐻اليسارية السابقة تبقى صحيحة من أجل المرافقات اليمينية للزمرة الجزئية 

 ويترك وظيفة لإثبات السابق وهو سهل جداً فلا تبخل على نفسك في ذلكاتبع نفس خطوات ا

 . عندئذٍ يتحقق𝐺زمرة جزئية في  𝐻زمرة , ولتكن  𝐺ن لتك: مُبرهنة

,𝑎آيا  كان العنصرين  1− 𝑏 ∈ 𝐺 فإن 

𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑎 ⋅ 𝐻 = 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑏 ⋅ 𝐻 = 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐻 

 أي 𝐺في الزمرة  𝐻مجموعة المرافقات اليمينية للزمرة الجزئية  𝑀𝑅لنفرض أن  2−

𝑀𝑅 = {𝐻 ⋅ 𝑎  ∶     𝑎 ∈ 𝐺} 

 أي 𝐺في الزمرة  𝐻المرافقات اليسارية للزمرة الجزئية  مجموعة 𝑀𝐿ولنفرض أن 

𝑀𝐿 = {𝑎 ⋅ 𝐻  ∶     𝑎 ∈ 𝐺} 

 عندئذٍ فإن:

𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑀𝑅 = 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑀𝐿 

 .𝑀𝑅 مجموعة, وكذلك الأمر بالنسبة لل 𝐺تُشكل تجزئة للمجموعة  𝑀𝐿 مجموعةإن ال 3−

 : البرهان

,𝑎لنفرض أن  1− 𝑏 ∈ 𝐺 كيفيين , ولنعرف العلاقة  عنصرين 

𝑓: 𝑎 ⋅ 𝐻 ⟶ 𝑏 ⋅ 𝐻 

 بالشكل:

𝑓(𝑎 ⋅ ℎ) = 𝑏 ⋅ ℎ     ;      ∀ 𝑎 ⋅ ℎ ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻 

 تمثل تطبيق. 𝑓لنثبت أن العلاقة   -

𝑎لنأخذ عنصرين كيفيين  ⋅ ℎ1 , 𝑎 ⋅ ℎ2 ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻  بحيث أن𝑎 ⋅ ℎ1 =  𝑎 ⋅ ℎ2. 

𝑎 ⋅ ℎ1 =  𝑎 ⋅ ℎ2   ⇒⏟
كون 𝐺 زمرة فانظر للمحاضرة السادسة صـ2

فتجد أن قانون الاختصار من اليسار محقق

ℎ1 = ℎ2  ⇒ 𝑏 ⋅ ℎ1 = 𝑏 ⋅ ℎ2 

⇒⏟
𝑓 من قاعدة ربط العلاقة

𝑓(𝑎 ⋅ ℎ1) = 𝑓(𝑎 ⋅ ℎ2) 

𝑎عنصرين كيفيين أخذنا  ⋅ ℎ1 , 𝑎 ⋅ ℎ2 ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻  بحيث أن𝑎 ⋅ ℎ1 =  𝑎 ⋅ ℎ2 ووجدنا أن 

 𝑓(𝑎 ⋅ ℎ1) = 𝑓(𝑎 ⋅ ℎ2)   وبالتالي العلاقة𝑓 .هي تطبيق 
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 متباين. 𝑓لنثبت أن التطبيق  -

𝑎لنأخذ عنصرين كيفيين  ⋅ ℎ1 , 𝑎 ⋅ ℎ2 ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻  بحيث أن𝑓(𝑎 ⋅ ℎ1) = 𝑓(𝑎 ⋅ ℎ2). 

𝑓(𝑎 ⋅ ℎ1) = 𝑓(𝑎 ⋅ ℎ2) ⇒⏟
𝑓 من قاعدة ربط العلاقة

 𝑏 ⋅ ℎ1 = 𝑏 ⋅ ℎ2   ⇒⏟
كون 𝐺 زمرة فانظر للمحاضرة السادسة صـ2

فتجد أن قانون الاختصار من اليسار محقق

ℎ1 = ℎ2  

⇒  𝑎 ⋅ ℎ1 =  𝑎 ⋅ ℎ2 

𝑎عنصرين كيفيين أخذنا  ⋅ ℎ1 , 𝑎 ⋅ ℎ2 ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻  بحيث أن𝑓(𝑎 ⋅ ℎ1) = 𝑓(𝑎 ⋅ ℎ2)  ووجدنا أن 

 𝑎 ⋅ ℎ1 =  𝑎 ⋅ ℎ2 وبالتالي التطبيق𝑓 .متباين 

𝑦 لنأخذ عنصر كيفي - ∈ 𝑏 ⋅ 𝐻  ٍنستنتج "استنادا  لتعريف المرافقة اليسارية" أنهُ يوجد عنصر عندئذℎ0 ∈ 𝐻  

 بحيث

𝑦 = 𝑏 ⋅ ℎ0   

ℎ0بما أن  ∈ 𝐻 " تعريف المرافقة اليسارية"بحسب  فإن  𝑎 ⋅ ℎ0 ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻  ,:والأكثر من ذلك 

𝑓(𝑎 ⋅ ℎ0) =⏟
𝑓 من قاعدة ربط

𝑏 ⋅ ℎ0 

𝑦أخذنا عنصر كيفي  = 𝑏 ⋅ ℎ0 ∈ 𝑏 ⋅ 𝐻 وجدنا عنصر  و𝑥 = 𝑎 ⋅ ℎ0 ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻  بحيث𝑓(𝑥) = 𝑦  وهذا 

 غامر. 𝑓يعني أن التطبيق 

 لتطبيق متباين وغامر أي هو تقابل التي قمنا بتعريفها هي تطبيق وهذا ا 𝑓من كل ما سبق نستنتج أن العلاقة 

𝑎يُكافئ أن المجموعتين  هبدوروهذا  ⋅ 𝐻  و𝑏 ⋅ 𝐻 متساويتين بالقدرة أي 

𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑎 ⋅ 𝐻 = 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑏 ⋅ 𝐻    … ∗ 

,𝑎المساواة السابقة مُحققة من أجل كُل العناصر  𝑏 ∈ 𝐺  بما فيها𝑏 = 𝑒⏟
المحايد

 أي 

𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑎 ⋅ 𝐻 = 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑒 ⋅ 𝐻 ⇒⏟
𝐺 زمرة جزئية في 𝐻 كون

جدن استنادا   للمبرهنة السابقة فإن 𝑒∈𝐻 ومن ثم 

𝑒⋅𝐻=𝐻 أن

 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑎 ⋅ 𝐻 = 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐻 … ∗∗ 

 نجد أن ∗∗و  ∗من 

𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑎 ⋅ 𝐻 = 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑏 ⋅ 𝐻 = 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐻         وهو المطلوب 

,𝑎لنفرض أن  2− 𝑏 ∈ 𝐺  عنصرين كيفيين , ولنعرف العلاقة 

𝑔: 𝑀𝑅 ⟶𝑀𝐿 

 بالشكل:
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𝑔(𝐻 ⋅ 𝑎) = 𝑎−1 ⋅ 𝐻     ;      ∀  𝐻 ⋅ 𝑎 ∈ 𝑀𝑅 

 تمثل تطبيق. 𝑔لنثبت أن العلاقة   -

𝐻لنأخذ عنصرين كيفيين  ⋅ 𝑎 , 𝐻 ⋅ 𝑏 ∈ 𝑀𝑅  بحيث أن𝐻 ⋅ 𝑎 =  𝐻 ⋅ 𝑏. 

𝑎    " بحسب المبرهنة السابقة "  ∈ 𝐻 ⋅ 𝑎 =⏟
فرضا  

𝐻 ⋅ 𝑏 ⇒  𝑎 ∈ 𝐻 ⋅ 𝑏 

𝑎بما أن  ∈ 𝐻 ⋅ 𝑏  فنستنتج "استنادا  لتعريف المرافقة اليمينية" أنهُ يوجد عنصرℎ ∈ 𝐻 بحيث 

𝑎 = ℎ ⋅ 𝑏 ⇒⏟
كون 𝐺 زمرة

𝑎−1 = (ℎ ⋅ 𝑏)−1 ⇒⏟
كون 𝐺 زمرة

فانظر للتمهيدية الأولى

من المحاضرة السادسة صـ 2

𝑎−1 = 𝑏−1 ⋅ ℎ−1 

⇒ 𝑎−1 ⋅ 𝐻 = 𝑏−1 ⋅ ℎ−1 ⋅ 𝐻 

 من المبرهنة السابقة" فإن  2−وبالتالي "استنادا  لـ   𝐻من  ℎ−1زمرة فإن  𝐻وأن  𝐻من  ℎلكن بما أن 

ℎ−1 ⋅ 𝐻 = 𝐻 

 بالعودة نجد أن

𝑎−1 ⋅ 𝐻 = 𝑏−1 ⋅ 𝐻 ⇒⏟
𝑔 من قاعدة ربط

𝑔(𝐻 ⋅ 𝑎) = 𝑔(𝐻 ⋅ 𝑏) 

𝐻عنصرين كيفيين أخذنا  ⋅ 𝑎 , 𝐻 ⋅ 𝑏 ∈ 𝑀𝑅  بحيث أن𝐻 ⋅ 𝑎 = 𝐻 ⋅ 𝑏 ووجدنا أن 𝑔(𝐻 ⋅ 𝑎) = 𝑔(𝐻 ⋅ 𝑏)  

 هي تطبيق. 𝑔وبالتالي العلاقة 

 متباين. 𝑔لنثبت أن التطبيق  -

𝐻لنأخذ عنصرين كيفيين  ⋅ 𝑎 , 𝐻 ⋅ 𝑏 ∈ 𝑀𝑅  بحيث أن𝑔(𝐻 ⋅ 𝑎 ) = 𝑔( 𝐻 ⋅ 𝑏). 

𝑔(𝐻 ⋅ 𝑎 ) = 𝑔( 𝐻 ⋅ 𝑏) ⇒⏟
𝑔 من قاعدة ربط العلاقة

 𝑎−1 ⋅ 𝐻 = 𝑏−1 ⋅ 𝐻   

𝑎−1    بالاستفادة من المبرهنة السابقة ∈ 𝑎−1 ⋅ 𝐻 =⏟
فرضا  

𝑏−1 ⋅ 𝐻 ⇒  𝑎−1 ∈ 𝑏−1 ⋅ 𝐻 

ℎ1من الأخيرة نستنتج "استنادا  لتعريف المرافقة اليسارية" أنهُ يوجد عنصر  ∈ 𝐻 بحيث 

𝑎−1 = 𝑏−1 ⋅ ℎ1 ⇒⏟
كون 𝐺 زمرة

 (𝑎−1)−1 = (𝑏−1 ⋅ ℎ1)
−1  ⇒⏟

كون 𝐺 زمرة فاستفد من التمهيدية الأولى و الثانية

في المحاضرة السادسة صـ 2 و صـ4

      

𝑎 = ℎ1
−1 ⋅ (𝑏−1)−1 ⇒⏟

عاود الاستفادة من التمهيدية الثانية

في المحاضرة السادسة صـ 4

 𝑎 = ℎ1
−1 ⋅ 𝑏 ⇒  𝐻 ⋅ 𝑎 = 𝐻 ⋅ ℎ1

−1 ⋅ 𝑏 
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ℎ1لكن بما أن 
ℎ1زمرة فإن  𝐻وأن  𝐻من   

 " فإنمبرهنة السابقةوبالتالي "استنادا  لل 𝐻من  1−

𝐻 ⋅ ℎ1
−1 = 𝐻 

𝐻 بالعودة نجد أن ⋅ 𝑎 = 𝐻 ⋅ 𝑏 

𝐻عنصرين كيفيين أخذنا  ⋅ 𝑎 , 𝐻 ⋅ 𝑏 ∈ 𝑀𝑅  بحيث أن𝑔(𝐻 ⋅ 𝑎) = 𝑔(𝐻 ⋅ 𝑏)  ووجدنا أن 

 𝐻 ⋅ 𝑎 = 𝐻 ⋅ 𝑏 وبالتالي التطبيق𝑔 .متباين 

𝑦لنأخذ عنصر كيفي  - ∈ 𝑀𝐿  عناصر عندئذٍ نستنتج "استنادا  لتعريف𝑀𝐿 أنهُ يوجد عنصر "𝑑 ∈ 𝐺  

 بحيث

𝑦 = 𝑑 ⋅ 𝐻   

𝑑بما أن  ∈ 𝐺  و𝐺  زمرة فيوجد للعنصر𝑑  مقلوب𝑑−1 ∈ 𝐺 وهذا بدوره يعني أنه توجد المرافقة اليمينية 

 أي توجد 𝑑−1والمولدة بالعنصر  𝐺في  𝐻للزمرة الجزئية 

𝐻 ⋅ 𝑑−1 ∈ 𝑀𝑅 

 والأكثر من ذلك:

𝑔(𝐻 ⋅ 𝑑−1) =⏟
𝑔 من قاعدة ربط

(𝑑−1)−1 ⋅ 𝐻 ⇒⏟
كون 𝐺 زمرة فاستفد من التمهيدية الثانية

في المحاضرة السادسة صـ 4

𝑑 ⋅ 𝐻 

𝑦أخذنا عنصر كيفي  = 𝑑 ⋅ 𝐻 ∈ 𝑀𝐿   و وجدنا عنصر𝑥 = 𝐻 ⋅ 𝑑−1 ∈ 𝑀𝑅   بحيث𝑔(𝑥) = 𝑦 وهذا 

 غامر. 𝑔يعني أن التطبيق 

 التي قمنا بتعريفها هي تطبيق وهذا التطبيق متباين وغامر أي هو تقابل  𝑔من كل ما سبق نستنتج أن العلاقة 

 متساويتين بالقدرة أي 𝑀𝐿و  𝑀𝑅يُكافئ أن المجموعتين  هوهذا بدور

𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑀𝑅 = 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑀𝐿         وهو المطلوب 

 .𝐺للزمرة للمجموعة أو  تُشكل تجزئة 𝑀𝐿لنبرهن أن  3−

 .ةالصفحة السادس –المحاضرة الأولى  –تعريف التجزئة لإثبات ذلك نتحقق من الشروط الثلاثة الواردة في 

1)   ∀  𝑎 ⋅ 𝐻 ∈ 𝑀𝐿  ⇒⏟
بحسب المبرهنة السابقة

𝑎 ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻 ⇒ 𝑎 ⋅ 𝐻 ≠ 𝜙  

 "الشرط الأول من شروط التجزئة محقق"

𝑎لنأخذ  2−  ⋅ 𝐻 , 𝑏 ⋅ 𝐻 ∈ 𝑀𝐿  بحيث أن𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺  عندئذٍ نجد "بحسب المبرهنة السابقة" كيفيينعنصرين 

 أنهُ:

𝑎 ⋅ 𝐻 = 𝑏 ⋅ 𝐻   أو    𝑎 ⋅ 𝐻 ⋂ 𝑏 ⋅ 𝐻 = 𝜙   إما 
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 "من شروط التجزئة محقق ثانيالشرط ال"

 إن كُل مجموعة يمكن كتابتها على شكل اجتماع لكل المجموعات الجزئية والوحيدة العنصر منها أي: 3−

𝐺 = ⋃
𝑎∈𝐺
{𝑎}    … ∗ 

𝑎  بحسب المبرهنة السابقة ∈ 𝑎 ⋅ 𝐻   ;  ∀ 𝑎 ∈ 𝐺  ⇒  {𝑎} ⊆ 𝑎 ⋅ 𝐻   ;   ∀ 𝑎 ∈ 𝐺 

 ⇒  ⋃
𝑎∈𝐺
{𝑎} ⊆ ⋃

𝑎∈𝐺
𝑎 ⋅ 𝐻 

 الأخيرة في * نجد أن:بالاستفادة من 

𝐺 ⊆ ⋃
𝑎∈𝐺

𝑎 ⋅ 𝐻   … (1) 

 هذه من جهة , ومن جهة أخُرى 

𝑎  نعلم أن ⋅ 𝐻 ⊆ 𝐺   ;  ∀ 𝑎 ∈ 𝐺  ⇒  ⋃
𝑎∈𝐺

𝑎 ⋅ 𝐻  ⊆ 𝐺  … (2) 

 نجد أن: (2)و  (1)من 

𝐺 = ⋃
𝑎∈𝐺

𝑎 ⋅ 𝐻 = ⋃
𝑎⋅𝐻∈𝑀𝐿

𝑎 ⋅ 𝐻 

 "من شروط التجزئة محقق ثالثالشرط ال"

 تشكل تجزئة (  𝐺في  𝐻مجموعة كُل المرافقات اليسارية للزمرة الجزئية ) 𝑀𝐿مما سبق نستنتج أن المجموعة 

 .𝐺للمجموعة 

 تشكل (  𝐺في  𝐻)مجموعة كُل المرافقات اليمينية للزمرة الجزئية  𝑀𝑅المجموعة  بنفس الطريقة نثبت أن -

 .𝐺تجزئة للمجموعة 

 .وهو المطلوب

 بـ   𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐺أي  𝐺. عندئذٍ نسمي قدرة الزمرة 𝐺زمرة جزئية في  𝐻, ولتكن  منتهيةزمرة  𝐺: لتكن تعريف

𝐺)ونرمز لهذه المرتبة بـ   𝐺الزمرة  مرتبة ∶  . أي(1

(𝐺 ∶ 1)⏟    
𝐺 مرتبة الزمرة

المنتهية

= 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐺⏟    
 قدرة الزمرة 𝐺 المنتهية 

𝐺 أو عدد عناصر

 

 فإننا نسمي  𝐺في  𝐻مجموعة كُل المرافقات اليسارية )أو اليمينية( للزمرة الجزئية  هي 𝑀وإذا فرضنا أن 

𝐺)ونرمز لهذا الدليل بـ   𝐺في  𝐻الزمرة الجزئية  دليلبـ   𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑀أي  𝑀قدرة  ∶  𝐻)أي . 

(𝐺 ∶ 𝐻)⏟    
𝐻 دليل الزمرة الجزئية

𝐺 في الزمرة المنتهية

= 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑀⏟    
عدد المرافقات اليسارية (أو اليمينية) 

𝐺 في الزمرة المنتهية 𝐻 للزمرة الجزئية 
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 . عندئذٍ فإنمنتهيةزمرة  𝐺: لتكن (𝟏)نتيجة

𝑎 ⋅ 𝐺 = 𝐺    ;      ∀ 𝑎 ∈ 𝐺 

 هو الواحد أي 𝐺في  𝐺في نفسها ومن هُنا نستنتج أن دليل  𝐺أي لدينا مرافقة يسارية واحدة فقط للزمرة 

(𝐺 ∶ 𝐺) = 1 

𝐻, ولتكن  منتهيةزمرة  𝐺: لتكن (𝟐)نتيجة = {𝑒}  بحيث𝑒  المحايد في𝐺  بالنسبة للعملية" ⋅  . عندئذٍ "

 , ويتحقق 𝐺زمرة جزئية في  𝐻فإن 

𝑎 ⋅ 𝐻 = {𝑎}    ;      ∀ 𝑎 ∈ 𝐺 

 وهذا العدد مساوٍ لـ  عدد عناصر الزمرة  𝐺في  𝐻للزمرة الجزئية  المختلفة أي لدينا عدد من المرافقات اليسارية

⏟{𝑒}يعني أن دليل الزمرة الجزئية  مما  𝐺 المنتهية
تحوي المحايد فقط

 . أي 𝐺يساوي لمرتبة الزمرة  𝐺في  

(𝐺 ∶ {𝑒}) = (𝐺 ∶ 1) 

 

 . عندئذٍ فإن𝐺زمرة جزئية في  𝐻, ولتكن  منتهيةزمرة  𝐺: لتكن مُبرهنـــة لاغرانــــج

(𝐺 ∶ 1) = (𝐺 ∶ 𝐻). (𝐻 ∶ 1) 

 : نُريد إثبات أنالبرهان

(𝐺 ∶ 1)⏟    
𝐺 مرتبة الزمرة

المنتهية

= (𝐺 ∶ 𝐻)⏟    
𝐻 دليل الزمرة الجزئية

𝐺 في الزمرة المنتهية

  .  (𝐻 ∶ 1)⏟    
𝐻 مرتبة  الزمرة

المنتهية لأنها جزئية

  من 𝐺 و 𝐺 منتهية

 

 منتهٍ حتما  وسوف يكون 𝐺في  𝐻منتهية فرضا  فإن عدد المرافقات اليسارية للزمرة الجزئية  𝐺بما أن الزمرة 

 .𝐺أقل من أو يساوي عدد عناصر الزمرة 

 مجموعة كُل 𝑀, وهذا يعني أن  𝑛هو  𝐺في  𝐻للزمرة الجزئية  المختلفةنفرض أن عدد المرافقات اليسارية ل

 هي 𝐺في  𝐻للزمرة الجزئية  المختلفة المرافقات اليسارية

𝑀𝐿 = {𝑎1 ⋅ 𝐻, 𝑎2 ⋅ 𝐻, 𝑎3 ⋅ 𝐻,… . , 𝑎𝑛 ⋅ 𝐻}    ;    𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐺   

 وهذا يعني أن 𝐺تُشكل تجزئة للزمرة  𝑀𝐿نعلم "بحسب المبرهنة الثانية " أن 

𝐺 = ⋃
𝑖=1
𝑎𝑖 ⋅ 𝐻 

𝐺 = 𝑎1 ⋅ 𝐻 ⋃ 𝑎2 ⋅ 𝐻 ⋃…⋃ 𝑎𝑛 ⋅ 𝐻⏟                    
∗

 

 فإن: 𝐺تُشكل تجزئة للزمرة  𝑀𝐿بما أن 

𝑖 = 𝑛 
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𝑎𝑖 ⋅ 𝐻 ⋂ 𝑎𝑗 ⋅ 𝐻 = 𝜙     ;  ∀ 𝑖 ≠ 𝑗  𝑎𝑛𝑑 𝑖, 𝑗 = 1,2,3,… , 𝑛⏟                                  
∗∗

 

 نحصل على ∗بأخذ قدرة الطرفين للمجموعتين المتساويتين في 

𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐺 = 𝑐𝑎𝑟𝑑 (𝑎1 ⋅ 𝐻 ⋃ 𝑎2 ⋅ 𝐻 ⋃…⋃ 𝑎𝑛 ⋅ 𝐻) ⇒⏟
بالاستفادة من∗∗

  

𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐺 = 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑎1 ⋅ 𝐻 + 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑎2 ⋅ 𝐻 +⋯+ 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑎𝑛 ⋅ 𝐻  

 أن: نجدلكن بحسب المبرهنة الثانية من هذه المحاضرة 

𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑎𝑖 ⋅ 𝐻 = 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐻     ;    ∀ 𝑎𝑖 ∈ 𝐺  ,   𝑖 = 1,2,… , 𝑛 

 وهذا يعني أن

𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐺 = 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐻 + 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐻 +⋯+ 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐻⏟                    
مكررة 𝑛 مرة

 ⇒ 

𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐺 = 𝑛. 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐻) 

 وهذا يعني " استنادا  لتعريف مرتبة ودليل زمرة " أن

(𝐺 ∶ 1) = (𝐺 ∶ 𝐻). (𝐻 ∶  وهو المطلوب      (1

 صياغة مُبرهنة لاغرانج السابقة بأحد النصوص التالية: يُمكن مُلاحظـــة

  .فيها 𝐻تقبل القسمة على مرتبة أي زمرة جزئية  𝐺إن مرتبة أي زمرة منتهية  1−

 فيها. 𝐻تقبل القسمة على دليل أي زمرة جزئية  𝐺إن مرتبة أي زمرة منتهية  2−

  .𝐺مرتبة الزمرة منتهية يقسم  𝐺في زمرة  𝐻إن دليل أي زمرة جزئية  3−

 

 الزمــــرة الدوارة )الدائريـــة(

 . عندئذٍ أثبت أن𝐺مجموعة جزئية وغير خالية من  𝑆زمرة , ولتكن  𝐺: لتكن مُبرهنة

 نرمز لها 𝑆تحوي  𝐺. هو زمرة جزئية في 𝑆والتي كُل زمرة منها تحوي  𝐺تقاطع كُل الزمر الجزئية في  1−

>بـ    𝑆 >. 

>إن  2− 𝑆  . 𝑆تحوي  𝐺هي أصغر زمرة جزئية في  <

>إن  3− 𝑆  .𝑆والتي كُل زمرة منها تحوي  𝐺عنصر أصغري في مجموعة كُل الزمر الجزئية في  <

 . أي𝑆والتي كُل زمرة منها تحوي  𝐺هي مجموعة كُل الزمر الجزئية في  ℒ: لنفرض أن الإثبات

ℒ = {𝐾 ⊆ 𝐺 ∶    𝑆 ⊆ 𝐾   𝑎𝑛𝑑    𝐺 زمرة جزئية في 𝐾}   

 لدينا
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𝑆 ⊆ 𝐾   ;    ∀ 𝐾 ∈ ℒ ⇒⏟
بحسب تعريف

عملية التقاطع

𝑆 ⊆ ⋂
𝐾∈ℒ

𝐾  = < 𝑆 >   

 من المحاضرة السابقة لوجدنا أن 4وإذا راجعنا التمهيدية الموجودة في صـ

< 𝑆 > =    ⋂
𝐾∈ℒ

𝐾 

 " إذا أتى السؤال في الامتحان نقوم باتباع نفس خطوات البرهان فتدرب جيداً".    𝐺زمرة جزئية في 

 𝑆تحوي 𝐺هو زمرة جزئية في  𝑆والتي كُل زمرة منها تحوي  𝐺:هي أن تقاطع كُل الزمر الجزئية في النتيجة

 إن 2−

ℒ = {𝐾 ⊆ 𝐺 ∶    𝑆 ⊆ 𝐾   𝑎𝑛𝑑    𝐺 زمرة جزئية في 𝐾}   

𝐺)غير خالية لأن  أسرةهي عبارة  ∈ ℒ  ) من المجموعات الجزئية من𝐺  ,"ونعلم "بحسب المحاضرة الثانية 

"العلاقةأن  ⊆  .ℒ علاقة ترتيب جزئي على هي  "

 بحسب تعريف عملية التقاطع نجد أن

⋂
𝐾∈ℒ

𝐾  ⊆ 𝐾    ;   ∀ 𝐾 ∈ ℒ  ⇒   < 𝑆 > ⊆ 𝐾    ;    ∀ 𝐾 ∈ ℒ  

>من السطر الأخير نستنتج "استنادا  لتعريف العنصر الأصغر في مجموعة مرتبة جزئيا " أن  𝑆  هو عنصر <

>مما يعني أن  ℒأصغر في المجموعة   𝑆  . 𝑆تحوي  𝐺هي أصغر زمرة جزئية في  <

>بما أن كُل عنصر أصغر هو أصغري في مجموعة مرتبة جزئيا  فنستنتج كون  3− 𝑆  عنصر أصغر في <

 ℒ  أن< 𝑆  .ℒعنصر أصغري في  <

 وهو المطلوب

>. عندئذٍ نسمي الزمرة 𝐺مجموعة جزئية وغير خالية من  𝑆زمرة , ولتكن  𝐺: لتكن تعريف 𝑆   بالزمرة <

>بمجموعة مولدات الزمرة  𝑆ونسمي عناصر ,  𝑺بالمجموعة  المولدة 𝑆 >  

>منتهية فإننا نقول عن الزمرة  𝑆إذا كانت المجموعة  - 𝑆   .زمرة منتهية التوليدأنها  <

>غير منتهية فإننا نقول عن الزمرة  𝑆إذا كانت المجموعة  - 𝑆   .منتهية التوليد غير زمرةأنها  <

𝑆إذا كانت المجموعة  - =⏟
وحيدة العنصر

{𝑎}   وبحيث𝑎 ∈ 𝐺  كيفي. أي أن< 𝑆 زمرة منتهية التوليد ومولدة  <

 . عندئذٍ بعنصر واحد فقط

< 𝑆 > = < 𝑎 > = {𝑎𝑛 ∶    𝑛 ∈ ℤ} 

  .𝒂بالزمرة الجزئية الدوارة المولدة بالعنصر والأخيرة تسمى 
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𝑎زمرة دوارة إذا وجد عنصر  أنها 𝐺نقول عن زمرة ما  :(تعريف )الزمرة الدوارة ∈ 𝐺 بحيث 

𝐺 = < 𝑎 > 

 نفسها. 𝐺هي  𝑎بحيث تكون الزمرة الجزئية الدوارة المولدة بالعنصر  𝐺من  𝑎عنصر وجد أي إذا  

𝑎زمرة , وليكن  𝐺: لتكن تمهيدية ∈ 𝐺 كيفي. عندئذٍ أثبت أن 

< 𝑎 > = < 𝑎−1 > 

 هي نفس الزمر الجزئية الدوارة المولدة بمقلوب 𝐺من  𝑎أي أن الزمرة الجزئية الدوارة المولدة بالعنصر 

"بالنسبة للعملية  𝐺في  𝑎العنصر  ⋅  . 𝑎−1أي المولدة بـ   "

 : نعلم " راجع المثال الأول من المحاضرة السابقة" أنالبرهان

< 𝑎 > = {𝑎𝑛 ∶    𝑛 ∈ ℤ} 

 .𝐺هي زمرة جزئية في 

𝑎 وضوحا   ∈ < 𝑎 >   ⇒⏟
𝑎 زمرة فيوجد للعنصر <𝑎>كون

مقلوب في <𝑎> بالنسبة للعملية "⋅"

𝑎−1 وهو

  𝑎−1 ∈ < 𝑎 >   

 ونعلم أن

< 𝑎−1 > = {𝑎−𝑛 ∶    𝑛 ∈ ℤ} 

 .𝐺هي زمرة جزئية في 

𝑎−1 وضوحا   ∈ < 𝑎−1 >  ⇒⏟
𝑎−1 زمرة فيوجد للعنصر <𝑎−1>كون

مقلوب في <𝑎−1> بالنسبة للعملية "⋅"

(𝑎−1)−1=𝑎 وهو

  𝑎 ∈ < 𝑎−1 >   

 أصبح لدينا
𝑎 ∈ < 𝑎 >
𝑎𝑛𝑑

𝑎 ∈ < 𝑎−1 >
} ⇒⏟

بحسب التمهيدية السابقة

𝑎 تحوي 𝐺 أصغر زمرة جزئية في <𝑎>إن

  < 𝑎 > ⊆ < 𝑎−1 >  … (1)  

 أصبح لدينا
𝑎−1 ∈ < 𝑎−1 >

𝑎𝑛𝑑
𝑎−1 ∈ < 𝑎 >

} ⇒⏟
بحسب التمهيدية السابقة

𝑎−1 تحوي 𝐺 أصغر زمرة جزئية في <𝑎−1>إن

  < 𝑎−1 > ⊆ < 𝑎 >  … (2)  

 نجد أن: (2)و  (1)من 

< 𝑎 >  = < 𝑎−1 >  وهو المطلوب        

 انتهت المحاضرة الثامنة


