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 .خطية والتي ترد )تتحول( إلى الخطية غير المعادلات التفاضلية: الفقرة السادسة

 : نسمي كُل مُعادلة من الشكلمُعادلة برنولي التفاضلية

𝑦′ + 𝑝(𝑥). 𝑦 = 𝑞(𝑥). 𝑦𝑛    … (1) 

𝑛بمعادلة برنولي التفاضلية بحيث  ≠ 1  ,𝑝, 𝑞  دوال معرفة ومستمرة على مجال ما منℝ. 

 : (𝟏)إيجاد الحل العام لمعادلة برنولي التفاضلية

 فنحصل على 𝑦𝑛على  (1)المعادلة : نقسم طرفي أولاا 

𝑦′

𝑦𝑛
+ 𝑝(𝑥).

𝑦

𝑦𝑛
= 𝑞(𝑥)  ⇒   

𝑦′

𝑦𝑛
+

1

𝑦𝑛−1
. 𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥)   … (2) 

 من الشكل: 𝑦: نجري تغييراا في التابع ثانياا 

𝑧 =
1

𝑦𝑛−1
= 𝑦−(𝑛−1) = 𝑦1−𝑛

⏟                  
∗

     ;     𝑧 = 𝑧(𝑥)  

⇒⏟
𝑥   نشتق بالنسبة لـ

𝑧′ = (1 − 𝑛)𝑦1−𝑛−1. 𝑦′ = (1 − 𝑛)𝑦−𝑛. 𝑦′  

⇒  𝑦′ =
1

1 − 𝑛
. 𝑦𝑛. 𝑧′  … ∗∗ 

 لنحصل من ذلك على: (2)نعوض * و ** في 

1

1 − 𝑛
. 𝑧′ + 𝑧. 𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥)  ⇒  𝑧′ + (1 − 𝑛)𝑝(𝑥). 𝑧 = (1 − 𝑛)𝑞(𝑥)  

 نوجد الحل العام لها كما 𝑥والمتحول هو  𝑧والأخيرة ما هي إلا معادلة تفاضلية خطية التابع فيها هو 

∗)القديم  في الفقرة الخامسة وبعد الحصول على هذا الحل نعود للتابع تعلمنا  لنحصل على الحل  (من

 . (1)العام لمعادلة برنولي التفاضلية 

 أمثلة على الفقرة السادسة

 : أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية الآتية(𝟏)مثال

𝑦′ −
1

𝑥
𝑦 =

1

2𝑦
 

 : إن المعادلة المفروضة تكتب بالشكل الآتيالحل

𝑦′ −
1

𝑥
𝑦 =

1

2
. 𝑦−1   … (1) 

 والأخيرة لها الشكل العام الآتي
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𝑦′ + 𝑝(𝑥). 𝑦 = 𝑞(𝑥). 𝑦𝑛    ;     𝑝(𝑥) = −
1

𝑥
   ,   𝑞(𝑥) =

1

2
   ,   𝑛 = −1 

 فنحصل على 𝑦−1على  (1)وهي معادلة برنولي التفاضلية , ولإيجاد الحل العام لها نقسم طرفي المعادلة 

𝑦′

𝑦−1
−
1

𝑥
.
𝑦

𝑦−1
=
1

2
 ⇒   𝑦. 𝑦′ −

1

𝑥
𝑦2 =

1

2
   … (2) 

 من الشكل: 𝑦نجري تغييراا في التابع 

𝑧 =
1

𝑦−1−1
=

1

𝑦−2
= 𝑦2

⏟              
∗

     ;     𝑧 = 𝑧(𝑥)  

⇒⏟
𝑥   نشتق بالنسبة لـ

𝑧′ = 2𝑦𝑦′ ⇒   𝑦𝑦′ =
𝑧′

2
 … ∗∗ 

 لنحصل من ذلك على: (2)نعوض * و ** في 

𝑧′

2
−
1

𝑥
𝑧 =

1

2
 ⇒    𝑧′ −

2

𝑥
. 𝑧 = 1 … (3)  

 ولإيجاد  𝑥والمتحول هو  𝑧معادلة تفاضلية خطية غير متجانسة والتابع المجهول فيها هو والأخيرة ما هي إلا 

 نتبع الآتي:الحل العام لها 

 المتجانسة الناتجة عنها بدون الطرف الثاني أي للمعادلة لمعادلةنوجد الحل العام ل

𝑧′ −
2

𝑥
. 𝑧 = 0 ⇒

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=
2

𝑥
𝑧 ⇒

𝑑𝑧

𝑧
=
2

𝑥
𝑑𝑥 ⇒⏟

بالمكاملة

   ∫
𝑑𝑧

𝑧
= ∫

2

𝑥
𝑑𝑥 

⇒ ln|𝑧| = 2 ln|𝑥|+ ln|𝐶| ⇒ ln |
𝑧

𝐶
| = ln|𝑥2|  ⇒

𝑧

𝐶
= 𝑥2 ⇒  𝑧 = 𝐶. 𝑥2  

 اختياري. 𝐶والأخيرة هي التي تُمثل الحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة )بدون طرف ثاني( وبحيث 

𝐶نعتبر  = 𝐶(𝑥) فنحصل على 

𝑧 = 𝐶(𝑥). 𝑥2    … ∗∗∗ 

 بالاشتقاق نحصل على:

𝑧′ = 𝐶′(𝑥). 𝑥2 + 2𝑥. 𝐶(𝑥) 

 لنحصل على (3)في المعادلة التفاضلية غير المتجانسة أي في  𝑧وعبارة  ′𝑧نعوض عبارة 

𝐶′(𝑥). 𝑥2 + 2𝑥. 𝐶(𝑥) −
2

𝑥
. 𝐶(𝑥). 𝑥2  = 1 ⇒  

𝐶′(𝑥). 𝑥2 + 2𝑥. 𝐶(𝑥) − 2𝑥. 𝐶(𝑥)  = 1 ⇒ 𝐶′(𝑥). 𝑥2 = 1 ⇒ 𝐶′(𝑥) = 𝑥−2  
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⇒⏟
بالمكاملة

𝐶(𝑥) = −
1

𝑥
+ 𝐶1    ;  𝐶1 ثابت اختياري    

 نعوض في *** فنجد أن:

𝑧 = (−
1

𝑥
+ 𝐶1) 𝑥

2 ⇒  𝑧 = −𝑥 + 𝐶1. 𝑥
2    ;  𝐶1 ثابت من اختياري    

 أي بتعويض في ( من *  ) , وبالعودة للتابع القديم (3)والأخيرة هي التي تُمثل الحل العام للمعادلة التفاضلية 

𝑧بـ   𝑧الأخيرة كُل  = 𝑦2 :نحصل على 

𝑦2 = −𝑥 + 𝐶1. 𝑥
2    ;  𝐶1 ثابت من اختياري    

 والأخيرة هي التي تُمثل الحل العام للمعادلة التفاضلية المفروضة.

 أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية الآتية: (𝟐)مثال

𝑦′ + 2𝑥𝑦 = −𝑥𝑦4 

 : إن المعادلة المفروضة لها الشكل العام الآتيالحل

𝑦′ + 𝑝(𝑥). 𝑦 = 𝑞(𝑥). 𝑦𝑛    ;     𝑝(𝑥) = 2𝑥   ,   𝑞(𝑥) = −𝑥    ,    𝑛 = 4 

 فنحصل على 𝑦4على  هاوهي معادلة برنولي التفاضلية , ولإيجاد الحل العام لها نقسم طرفي

𝑦′

𝑦4
+ 2𝑥.

𝑦

𝑦4
= −𝑥 ⇒   𝑦−4. 𝑦′ + 2𝑥.

1

𝑦3
= −𝑥   … (1) 

 من الشكل: 𝑦نجري تغييراا في التابع 

𝑧 =
1

𝑦3
= 𝑦−3

⏟        
∗

     ;     𝑧 = 𝑧(𝑥)  

⇒⏟
𝑥   نشتق بالنسبة لـ

𝑧′ = −3𝑦−4𝑦′ ⇒  𝑦−4𝑦′ = −
𝑧′

3
 … ∗∗ 

 لنحصل من ذلك على: (1)نعوض * و ** في 

−
𝑧′

3
+ 2𝑥𝑧 = −𝑥 ⇒  𝑧′ − 6𝑥𝑧 = 3𝑥  … (2)  

 ولإيجاد  𝑥والمتحول هو  𝑧معادلة تفاضلية خطية غير متجانسة والتابع المجهول فيها هو والأخيرة ما هي إلا 

 الحل العام لها نتبع الآتي:

 المتجانسة الناتجة عنها بدون الطرف الثاني أي للمعادلة لمعادلةنوجد الحل العام ل
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𝑧′ − 6𝑥𝑧 = 0 ⇒
𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 6𝑥𝑧 ⇒

𝑑𝑧

𝑧
= 6𝑥𝑑𝑥 ⇒⏟

بالمكاملة

   ∫
𝑑𝑧

𝑧
= ∫6𝑥𝑑𝑥 

⇒ ln|𝑧| = 3𝑥2 + ln|𝐶| ⇒ ln |
𝑧

𝐶
| = 3𝑥2  ⇒

𝑧

𝐶
= 𝑒3𝑥

2
⇒  𝑧 = 𝐶. 𝑒3𝑥

2
  

 اختياري. 𝐶والأخيرة هي التي تُمثل الحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة )بدون طرف ثاني( وبحيث 

𝐶نعتبر  = 𝐶(𝑥) فنحصل على 

𝑧 = 𝐶(𝑥). 𝑒3𝑥
2
   … ∗∗∗ 

 بالاشتقاق نحصل على:

𝑧′ =⏟
 لا تنسى

مشتق جداء

𝐶′(𝑥). 𝑒3𝑥
2
+ 6𝑥. 𝐶(𝑥). 𝑒3𝑥

2
 

 لنحصل على (2)في المعادلة التفاضلية غير المتجانسة أي في  𝑧وعبارة  ′𝑧نعوض عبارة 

𝐶′(𝑥). 𝑒3𝑥
2
+ 6𝑥. 𝐶(𝑥). 𝑒3𝑥

2
− 6𝑥. 𝐶(𝑥). 𝑒3𝑥

2
 = 3𝑥 ⇒  

𝐶′(𝑥). 𝑒3𝑥
2
 = 3𝑥 ⇒ 𝐶′(𝑥) = 3𝑥𝑒−3𝑥

2
 ⇒⏟
بالمكاملة

∫𝐶′(𝑥)𝑑𝑥 = ∫3𝑥𝑒−3𝑥
2
𝑑𝑥 

⇒ ∫𝐶′(𝑥)𝑑𝑥 = −
1

2
∫(−6𝑥)𝑒−3𝑥

2
𝑑𝑥 ⇒  𝐶(𝑥) = −

1

2
𝑒−3𝑥

2
+ 𝐶1    ;  𝐶1 ثابت اختياري    

 نعوض في *** فنجد أن:

𝑧 = (−
1

2
𝑒−3𝑥

2
+ 𝐶1) 𝑒

3𝑥2 ⇒  𝑧 = −
1

2
+ 𝐶1. 𝑒

3𝑥2     ;  𝐶1 ثابت من اختياري    

 أي بتعويض في ( من *  ) , وبالعودة للتابع القديم(2)والأخيرة هي التي تُمثل الحل العام للمعادلة التفاضلية 

𝑧بـ   𝑧الأخيرة كُل  = 𝑦4 :نحصل على 

𝑦4 = −
1

2
+ 𝐶1. 𝑒

3𝑥2     ;  𝐶1 ثابت من اختياري    

 والأخيرة هي التي تُمثل الحل العام للمعادلة التفاضلية المفروضة.

 انتهت المحاضرة السادسة

 


