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𝑎زمرة دوارة منتهية مولدة بالعنصر  𝐺: لتكن مُبرهنة ∈ 𝐺  ولنفرض أن مرتبة الزمرة ,𝐺  هي𝑛 ٍعندئذ . 

 الشروط التالية متكافئة:

−1  𝐺 = < 𝑎𝑘 0بحيث  < ≠ 𝑘 ∈ ℤ. 

−2  𝑔𝑐𝑑(𝑛, 𝑘) = 1. 

𝐺فإن  𝑎زمرة دوارة مولدة بالعنصر  𝐺: بما أن البرهان = < 𝑎   𝐺مرتبة الزمرة المنتهية  فرضا   , ولدينا <

:𝐺)أي  𝑛هي  1) = 𝑛. 

  أصبح لدينا
𝐺 = < 𝑎 >
𝑎𝑛𝑑

(𝐺: 1) = 𝑛
} ⇒⏟
انظر للجزء الثاني من التمهيدية 

الأخيرة في المحاضرة السابقة

 𝑂(𝑎) = 𝑛 

𝟐 ⇐ 𝐺فرض أن : لن 𝟏 = < 𝑎𝑘 0بحيث  < ≠ 𝑘 ∈ ℤ  ولنثبت أن ,𝑔𝑐𝑑(𝑛, 𝑘) = 1. 

 لنفرض جدلا  أن

𝑔𝑐𝑑(𝑛, 𝑘) = 𝑑    ;     𝑑 > 1 

,𝑛قاسم مشترك أعظم للعددين  𝑑بما أن  𝑘  فهذا يعني أن𝑑  قاسم لكُل من𝑛  و𝑘. 

𝑛   قاسم لـ 𝑑 ⇒⏟
استنادا   لتعريف القاسم

∃ 𝑠 ∈ ℤ ∶  𝑛 = 𝑠. 𝑑     ,     0 < 𝑠 < 𝑛⏟      
𝑑>1 لأن

 

   𝑘   قاسم لـ 𝑑 ⇒⏟
استنادا   لتعريف القاسم

∃ 𝑡 ∈ ℤ ∶   𝑘 = 𝑡. 𝑑     ,    0 < 𝑡 < 𝑘⏟      
𝑑>1 لأن

     

 أي 𝑚هي  𝑎𝑘لنفرض أن مرتبة العنصر 

𝑂(𝑎𝑘) = 𝑚 ⇔ (𝑎𝑘)𝑚 = 𝑒  أصغر عدد صحيح موجب يُحقق 𝑚 

𝑠(𝑎𝑘)  لدينا  = 𝑎𝑘.𝑠 ⇒⏟
بالاستفادة مما سبق

(𝑎𝑘)𝑠 = 𝑎𝑡.𝑑.𝑠 ⇒⏟
بالاستفادة مما سبق

(𝑎𝑘)𝑠 = 𝑎𝑡.𝑛 ⇒ (𝑎𝑘)𝑠 = (𝑎𝑛)𝑡  

⇒⏟
𝑎𝑛=𝑒

𝑂(𝑎)=𝑛 لأن

(𝑎𝑘)𝑠 = 𝑒𝑡 ⇒ (𝑎𝑘)𝑠 = 𝑒 

   أصبح لدينا
(𝑎𝑘)𝑚 = 𝑒  أصغر عدد صحيح موجب يُحقق 𝑚

𝑎𝑛𝑑
(𝑎𝑘)𝑠 = 𝑒

}  ⇒ 𝑚 ≤ 𝑠 

𝑠وبما أن  < 𝑛  فإن𝑚 ≤ 𝑠 < 𝑛 . 
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    أصبح لدينا
𝐺  فرضا   = < 𝑎𝑘 >

𝑂(𝑎𝑘) = 𝑚
𝑚 < 𝑛

} ⇒⏟

انظر للجزء الثاني من التمهيدية 

الأخيرة في المحاضرة السابقة

 (𝐺: 1) = 𝑂(𝑎𝑘) = 𝑚 < 𝑛 

:𝐺)وهذا مُخالف كون   1) = 𝑛 .مما يعني أننا وصلنا إلى تناقض 

,𝑔𝑐𝑑(𝑛"التناقض الذي وصلنا إليه هو من الفرض الجدلي  𝑘)  = 𝑑 >  الخاطئ مما يعني أن  "1

,𝑔𝑐𝑑(𝑛       وهو المطلوب 𝑘)  = 1 

𝟏 ⇐ ,𝑔𝑐𝑑(𝑛: لنفرض أن  𝟐 𝑘) = 𝐺ولنثبت أن  1 = < 𝑎𝑘 0 بحيث  < ≠ 𝑘 ∈ ℤ. 

,𝑔𝑐𝑑(𝑛بما أن  𝑘) = ,𝛼من المحاضرة الخامسة " عددين  5د " بحسب المبرهنة صـفيوج 1 𝛽 ∈ ℤ بحيث 

𝛼. 𝑛 + 𝛽. 𝑘 = 1  … ∗ 

>لنثبت أن  𝑎 > = < 𝑎𝑘 >. 

𝑎 لدينا = 𝑎1 ⇒⏟
بالاستفادة مما سبق

𝑎 = 𝑎𝛼.𝑛+𝛽.𝑘 ⇒ 𝑎 = 𝑎𝛼.𝑛 ⋅ 𝑎𝛽.𝑘 ⇒ 𝑎 = (𝑎𝑛)𝛼 ⋅ (𝑎𝑘)𝛽 ⇒⏟
𝑎𝑛=𝑒 لدينا

𝑂(𝑎)=𝑛 لأن

 

𝑎 = 𝑒𝛼 ⋅ (𝑎𝑘)𝛽 ⇒ 𝑎 = 𝑒 ⋅ (𝑎𝑘)𝛽 ⇒ 𝑎 = (𝑎𝑘)𝛽 ⇒⏟
<𝑎𝑘>بحسب تعريف عناصر

𝑎 ∈ < 𝑎𝑘 >   

     أصبح لدينا
𝑎   برهانا   ∈ < 𝑎𝑘 >

𝑎𝑛𝑑

𝑎  وضوحا    ∈ < 𝑎 >

} ⇒⏟
𝑎 أصغر زمرة جزئية تحوي <𝑎> نإ

< 𝑎 > ⊆ < 𝑎𝑘 > … (1) 

𝑎  وضوحا   ∈ < 𝑎 >  ⇒⏟
<𝑎> مغلقة بالنسبة للعملية " ⋅"

𝑎 ⋅ 𝑎 ⋅ … ⋅ 𝑎⏟      
𝑘 مرة

∈ < 𝑎 > ⇒ 𝑎𝑘 ∈ < 𝑎 >  

     أصبح لدينا
𝑎𝑘   برهانا   ∈ < 𝑎 >

𝑎𝑛𝑑

𝑎𝑘  وضوحا    ∈ < 𝑎𝑘 >

} ⇒⏟
𝑎𝑘 أصغر زمرة جزئية تحوي <𝑎𝑘> نإ

< 𝑎𝑘 > ⊆ < 𝑎 >  … (2) 

> نجد أن (2)و  (1)من  𝑎 > = < 𝑎𝑘 >. 

𝐺وبما أن  = < 𝑎 𝐺فإن  < = < 𝑎𝑘  .وهو المطلوب                                                        .<

 :يلي من المحاضرة السابقة ما 9النتيجة الموجودة في صـ ومنهذه المبرهنة نستنتج من 

𝑛ليكن  > 0عندئذٍ العنصر عدد صحيح, 1 ≠ 𝑘 ∈ ℤ𝑛  يُحققℤ𝑛 = < 𝑘 مولد للزمرة  𝑘)أي العنصر  <

ℤ𝑛)  كان إذا وفقط إذا𝑛, 𝑘  .وبتعبير آخرأوليان فيما بينهما 

ℤ𝑛 = < 𝑘 > ⇔ 𝑔𝑐𝑑(𝑛, 𝑘) = 1 
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,ℤ8) لنأخذ :(𝟏)مثال   .8زمرة الأعداد الصحيحة بالنسبة لعملية الجمع بالمقاس  (+

 نعلم أن

ℤ8 = {0,1,2,… ,8 − 1} = {0,1,2,3,4,5,6,7} 

1,3,5,7لدينا  ∈ ℤ8 ومن الملاحظ أن 

𝑔𝑐 𝑑(1,8) = 1   ,     𝑔𝑐 𝑑(3,8) = 1   ,     𝑔𝑐 𝑑(5,8) = 1   ,     𝑔𝑐 𝑑(7,8) = 1      

 . أي1,3,5,7مولدة بالعناصر دوارة  ℤ8يُكافئ "بحسب النتيجة السابقة" أن الزمرة ذا وه

ℤ8 = < 1 > = < 3 > = < 5 > = < 7 > 

 .{1,3,5,7}هي  ℤ8أو نقول أن مجموعة مولدات الزمرة  1,3,5,7هي  ℤ8ونقول أن مولدات الزمرة 

,ℤ10) لنأخذ :(𝟐)مثال   .10بة لعملية الجمع بالمقاس زمرة الأعداد الصحيحة بالنس (+

 نعلم أن

ℤ10 = {0,1,2,… ,10 − 1} = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} 

1,3,7,9لدينا  ∈ ℤ10 ومن الملاحظ أن 

𝑔𝑐 𝑑(1,10) = 1   ,     𝑔𝑐 𝑑(3,10) = 1   ,     𝑔𝑐 𝑑(7,10) = 1   ,     𝑔𝑐 𝑑(9,10) = 1      

 أي .1,3,7,9مولدة بالعناصر دوارة  ℤ10الزمرة يُكافئ "بحسب النتيجة السابقة" أن وهذا 

ℤ10 = < 1 > = < 3 > = < 7 > = < 9 > 

 . {1,3,7,9}هي  ℤ10ونقول أن مجموعة مولدات الزمرة 

𝑎زمرة دوارة مولدة بالعنصر  𝐺: لتكن مُبرهنة ∈ 𝐺 ٍعندئذ . 

 هي زمرة دوارة. 𝐺كُل زمرة جزئية من  1−

 .𝑛تقسم  𝐺عندئذٍ مرتبة أي زمرة جزئية في  𝑛ها زمرة منتهية مرتبت 𝐺إذا كانت  2−

𝑘, وكان العدد  𝑛زمرة منتهية مرتبتها  𝐺إذا كانت  3− ∈ ℤ+  يقسم𝑛 عندئذٍ توجد زمرة جزئية واحدة فقط 

>هي  𝑘مرتبتها  𝐺في  𝑎
𝑛

𝑘   "هذا الجزء هو عكس مبرهنة لاغرانج" <

𝐺فإن  𝑎العنصر زمرة دوارة مولدة ب 𝐺: بما أن البرهان = < 𝑎 > . 

 , ولنميز حالتين 𝐺زمرة جزئية كيفية في  𝐻لنفرض أن  1−

𝐻: إذا كانت الحالة الأولى = {𝑒} عندئذٍ يكون .𝐻 = < 𝑒  زمرة جزئية دوارة مولدة  𝐻مما يعني أن  <

 والذي هو المحايد ويتم المطلوب. 𝑒بالعنصر 

𝐻: إذا كانت الحالة الثانية ≠ {𝑒}ي أنهُ يوجد في . هذا يعن𝐻  عنصر𝑥 ∈ 𝐻  بحيث𝑥 ≠ 𝑒  لأن"𝑒  محايد 

 كونها زمرة". 𝐻فهو موجود دائما  في 
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𝑥بما أن  ∈ 𝐻 ⊆ 𝐺  فإن𝑥 ∈ 𝐺  وبما أن ,𝐺 = < 𝑎 𝑥فإن  < ∈ < 𝑎  ومن هُنا نجد "استنادا  لتعريف <

>عناصر  𝑎 𝑘" أنهُ يوجد < ∈ ℤ  بحيث𝑥 = 𝑎𝑘 . 

𝑘ة أن لنفرض من دون المس بعمومية المسأل >  لنعرف المجموعة:, و 0

ℓ = { 𝑡 ∶   𝑡 ∈ ℕ∗  ,   𝑎𝑡 ∈ 𝐻}  

ℓأن  ℓواضح من تعريف المجموعة  ⊆ ℕ∗.  ولدينا𝑥 = 𝑎𝑘 ∈ 𝐻  وأن𝑘 >  نجد بالتاليصحيح  0

𝑘أن "  ℓ" استنادا  لتعريف عناصر  ∈ ℓ  أيℓ ≠ 𝜙. 

 .𝑚ر وليكن عنصر أصغ ℓفيوجد في  ∗ℕمجموعة جزئية وغير خالية من  ℓبما أن 

𝑚 ∈ ℓ ⇒⏟
استنادا   لتعريف عناصر

ℓ المجموعة

𝑎𝑚 ∈ 𝐻  

     أصبح لدينا
𝐺 زمرة جزئية في 𝐻 و 𝑎𝑚 ∈ 𝐻

𝑎𝑛𝑑

𝑎𝑚   وضوحا   ∈ < 𝑎𝑚 >

} ⇒⏟
<𝑎𝑚> أصغر زمرة جزئية

𝑎𝑚 تحوي

 < 𝑎𝑚 > ⊆ 𝐻 … (1) 

𝑦لنأخذ  ∈ 𝐻  وبما أن  كيفيعنصر𝐻 ⊆ 𝐺  فإن 𝑦 ∈ 𝐺  ُومنه𝑦 ∈ < 𝑎 𝐺 فرضا  "كون  < = < 𝑎 > "  

>نجد استنادا  لتعريف عناصر ومن ثم  𝑎 𝑠أنهُ يوجد  < ∈ ℤ  بحيث𝑦 = 𝑎𝑠. 

𝑚و   𝑠من أجل العددين الصحيحين  ≠ ,𝑞يوجد "بحسب خوارزمية القسمة" عددين صحيحين وحيدين  0 𝑟  

 بحيث

𝑠 = 𝑚. 𝑞 + 𝑟      ;      0 ≤ 𝑟 < 𝑚 

𝑟أن  لنفرض جدلا   ≠  عندئذٍ  0

𝑠 = 𝑚. 𝑞 + 𝑟    ;      0 < 𝑟 < 𝑚 

𝑎𝑠 =⏟
بالاستفادة مما سبق

𝑎𝑚.𝑞+𝑟  ⇒ 𝑎𝑠 = (𝑎𝑚)𝑞 ⋅ 𝑎𝑟 ⇒ (𝑎𝑚)−𝑞 ⋅ 𝑎𝑠 = (𝑎𝑚)−𝑞 ⋅ ((𝑎𝑚)𝑞 ⋅ 𝑎𝑟) 

⇒ (𝑎𝑚)−𝑞 ⋅ 𝑎𝑠 = ((𝑎𝑚)−𝑞 ⋅ (𝑎𝑚)𝑞) ⋅ 𝑎𝑟  ⇒ (𝑎𝑚)−𝑞 ⋅ 𝑎𝑠 = 𝑒 ⋅ 𝑎𝑟 

⇒ 𝑎𝑟 = (𝑎𝑚)−𝑞 ⋅ 𝑎𝑠 ⇒ 𝑎𝑟 = 𝑎𝑠−𝑚.𝑞 

𝑎لكن بما أن  ∈ 𝐻  و𝐻  زمرة فإن𝑎𝑠−𝑚.𝑞 ∈ 𝐻  أي أن𝑎𝑟 ∈ 𝐻  0, وبما أن < 𝑟   فنجد "استنادا 

𝑟" أن  ℓلتعريف عناصر  ∈ ℓ. 

   أصبح لدينا
𝑟 ∈ ℓ
𝑎𝑛𝑑
𝑟 < 𝑚

}  ⇒ ℓ ليس عنصر أصغر في 𝑚 
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 . ℓعنصر أصغر في المجموعة  𝑚لأن  مما يعني أننا توصلنا إلى تناقض

𝑟"إن التناقض الذي توصلنا إليه هو من الفرض الجدلي  ≠ 𝑟الخاطئ مما يعني أن  "0 = 0. 

𝑟 = 0 ⇒  𝑠 = 𝑚. 𝑞  

  𝑦 = 𝑎𝑠  ⇒⏟
بالاستفادة مما سبق

 𝑦 = 𝑎𝑚.𝑞  ⇒  𝑦 = (𝑎𝑚)𝑞  

𝑎𝑚وبما أن  ∈ < 𝑎𝑚 >, وأن  < 𝑎𝑚 𝑞(𝑎𝑚)زمرة بالتالي فإن  < ∈ < 𝑎𝑚 𝑦أي  < ∈ < 𝑎𝑚 > . 

𝑦أخذنا عنصر كيفي  ∈ 𝐻  و وجدنا أن𝑦 ∈ < 𝑎𝑚 𝐻مما يعني أن  < ⊆ < 𝑎𝑚 >⏟        
(2)

. 

 نحصل على: (2)و  (1)من 

𝐻 = < 𝑎𝑚 > 

 .وهو المطلوب.                                   𝐺زمرة دوارة في هي  𝐻وهذا يعني أن الزمرة الجزئية الكيفية 

 تقسم  𝐺منتهية فرضا  فنجد "استنادا  لمبرهنة لاغرانج" أن مرتبة أي زمرة جزئية في  𝐺بما أن الزمرة  2−

 .𝑛أي تقسم  𝐺مرتبة الزمرة 

:𝐺)أي  𝑛مرتبتها ومنتهية  𝐺الزمرة  لنفرض أن: برهان الوجود 3− 1) = 𝑛  ولنفرض أن ,𝑘  قاسم

 موجب

  .𝑛لـ  

   لدينا 
𝐺  فرضا   = < 𝑎 >

𝑎𝑛𝑑
(𝐺: 1) = 𝑛

} ⇒⏟
انظر للجزء الثاني من التمهيدية 

الأخيرة في المحاضرة السابقة

 𝑂(𝑎) = 𝑛 

𝑂(𝑎), وأن  𝑛قاسم موجب لـ   𝑘بما أن  = 𝑛  المحاضرة "استنادا  للجزء الأول من التمهيدية الأخيرة فيفنجد 

𝑂أن  السابقة " (𝑎
𝑛

𝑘) = 𝑘.  لنأخذ الزمرة الجزئية الدوارة في𝐺  والمولدة بالعنصر𝑎
𝑛

𝑘 ∈ 𝐺 . 

 لنأخذ أي

𝐻 = < 𝑎
𝑛
𝑘 > 

𝑂بما أن  (𝑎
𝑛

𝑘) = 𝑘   أن استنادا  للجزء الثاني من التمهيدية الأخيرة في المحاضرة السابقة ""فنجد 

(𝐻: 1) = (< 𝑎
𝑛
𝑘 >: 1) = 𝑘 

𝐻الجزئية الزمرة  توجدوهذا يعني أنهُ  =< 𝑎
𝑛

𝑘  . 𝑘وأن مرتبتها  𝐺في  <
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:𝐾)أي  𝑘مرتبتها  𝐺في  أخُرى زمرة جزئية 𝐾أن  لنفرض: الوحدانيةبرهان  1) = 𝑘 . بما أن𝐺  زمرة 

𝐺أي  𝑎مولدة بالعنصر  دوارة = < 𝑎  ,  𝐺دوارة في  جزئية رةزم 𝐾 أن "𝟏−"استناداً لبرهان  فنجد  <

𝐾 وأن = < 𝑎𝑚 𝑎𝑚موجب يُحقق  هو أصغر عدد صحيح 𝑚بحيث أن  < ∈ 𝐾. 

𝑚و   𝑛من أجل العددين الصحيحين  ≠ ,𝑞يوجد "بحسب خوارزمية القسمة" عددين صحيحين وحيدين  0 𝑟  

 بحيث

𝑛 = 𝑚. 𝑞 + 𝑟      ;      0 ≤ 𝑟 < 𝑚 

𝑟لنفرض جدلا  أن  ≠  عندئذٍ  0

𝑛 = 𝑚. 𝑞 + 𝑟    ;      0 < 𝑟 < 𝑚 

𝑎𝑛 =⏟
𝑂(𝑎)=𝑛 لأن

𝑒  ⇒⏟
بالاستفادة مما سبق

𝑎𝑚.𝑞+𝑟 = 𝑒 ⇒ 𝑎𝑚.𝑞 ⋅ 𝑎𝑟 = 𝑒 ⇒ 𝑎𝑟 = 𝑎−𝑚.𝑞 ⇒ 𝑎𝑟 = (𝑎𝑚)−𝑞 

𝑎𝑚بما أن  ∈ 𝐾  و𝐾  زمرة جزئية في𝐺  أي زمرة بحد ذاتها" فإن"(𝑎𝑚)−𝑞 ∈ 𝐾   ,أن وبما 

𝑎𝑟 = (𝑎𝑚)−𝑞  فإن𝑎𝑟 ∈ 𝐾. 

   أصبح لدينا
𝑎𝑚 ∈ 𝐾
𝑎𝑛𝑑

   0 < 𝑟 < 𝑚 بحيث 𝑎𝑟 ∈ 𝐾
} ⇒ 𝑎𝑚 ∈ 𝐾 ليس أصغر عدد صحيح موجب يُحقق 𝑚 

𝑎𝑚يُحقق  موجب هو أصغر عدد صحيح 𝑚وصلنا إلى تناقض لأن  قد من الأخيرة نكون ∈ 𝐾. 

𝑟"و من الفرض الجدلي التناقض الذي وصلنا إليه ه ≠ 𝑟الخاطئ مما يعني أن  "0 = 0. 

𝑟 = 0 ⇒ 𝑛 = 𝑚. 𝑞 ⇒ عدد صحيح موجب  
𝑛

𝑚
   

𝑂(𝑎)بما أن  = 𝑛  وأن ,
𝑛

𝑚
∈ ℕ∗  ويقسم𝑛 نا نجد "استنادا  للجزء الأول من التمهيدية الأخيرة في فإن

𝑂(𝑎 المحاضرة السابقة " أن 

𝑛
𝑛
𝑚) =

𝑛

𝑚
𝑂(𝑎𝑚)أي   =

𝑛

𝑚
. 

 ومنهُ نجد أن:

𝑘 =⏟
بحسب فرضيتنا

(𝐾: 1) =⏟
𝐾= <𝑎𝑚>

(< 𝑎𝑚 >: 1) =⏟
مرتبة الزمرة الدوارة

تساوي مرتبة العنصر 

الذي يولدها

𝑂(𝑎𝑚) =⏟
بالاستفادة مما سبق

𝑛

𝑚
 

 ⇒  𝑘 =
𝑛

𝑚
 ⇒ 𝑚 =

𝑛

𝑘
 

 وهذا يعني أن:
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𝐾 = < 𝑎𝑚 > = < 𝑎
𝑛
𝑘 > = 𝐻  

𝐻وهي  𝒌مرتبتها  𝐺في  واحدة فقطزمرة جزئية  توجدمما يعني أنهُ  = < 𝑎
𝑛

𝑘 >. 

 .وهو المطلوب

 يلي: من المحاضرة السابقة ما 9النتيجة الموجودة في صـ ومنهذه المبرهنة نستنتج من 

𝑛بحيث  𝑛زمرة الجمع بالمقاس  ℤ𝑛لتكن  > 𝑘عندئذٍ إذا كان عدد صحيح.  1 ≠  فإن الزمرة  𝑛قسم ي 0

>هي  𝑘التي مرتبتها  ℤ𝑛 الجزئية الوحيدة في
𝑛

𝑘
 . وبتعبير آخر<

𝑛 يقسم 𝑘 ≠ 0 ⇒  <
𝑛

𝑘
>  الزمرة الجزئية الوحيدة في ℤ𝑛 التي مرتبتها 𝑘 هي

 : كُل زمرة منتهية مرتبتها عدد أولي تكون زمرة دوارة.مُبرهنة

:𝐺)أي  𝑝مرتبتها العدد الأولي زمرة منتهية  𝐺: لنفرض أن البرهان 1) = 𝑝. 

 ( فهي𝑝)أي عدد عناصرها أكبر تماما  من الواحد ومساوٍ للعدد الأولي  𝑝عدد أولي  𝐺بما أن مرتبة الزمرة 

𝑎تحوي على عناصر مخالفة للعنصر المحايد , وهذا يعني أنهُ يوجد  ∈ 𝐺  بحيث𝑎 ≠ 𝑒. 

>إن  𝑎 >مرة الجزئية , وإن مرتبة الز 𝐺زمرة جزئية في  < 𝑎  أكبر تماما  من الواحد أي أن <

(< 𝑎 >: 1) > 1 

𝑒وذلك لأن  ≠ 𝑎  و𝑒, 𝑎  عناصر من < 𝑎  على الأقل.<

 مرتبة أي زمرة جزئية فيها تقسم مرتبتها  "استناداً لمبرهنة لاغرانج"فإن  𝑝زمرة منتهية مرتبتها  𝐺بما أن 

>)أي  𝑎 >: >)وكون  𝑝أو  1سمهُ الموجبة إما عدد أولي فإن قوا 𝑝, وبما أن  𝑝تقسم  (1 𝑎 >: 1) > 1  

 فإن

(< 𝑎 >: 1) = 𝑝 

  أصبح لدينا
(𝐺: 1) = 𝑝
< 𝑎 > ⊆ 𝐺

(< 𝑎 >: 1) = 𝑝
}  ⇒ 𝐺 = < 𝑎 > 

 .وهو المطلوب.                                                      𝑎زمرة دوارة مولدة بالعنصر  𝐺مما يعني أن 

   𝑛,𝑚مضاعف للعددين  𝐿عددين صحيحين غير معدومين عندئذٍ نسمي  𝑛,𝑚ليكن : إضافي تعريف تمهيدي

 .𝐿يقسم  𝑚وكان  𝐿يقسم  𝑛إذا كان 

 إذا تحققت الشروط الآتية: 𝑛,𝑚مضاعف مشترك أصغر للعددين  𝐿كما ونسمي  

 −1 𝐿 > 0 

−2 𝑛  يقسم𝐿  و𝑚  يقسم𝐿. 
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𝐿1إذا كان 3−  > 𝐿فإن  𝑛,𝑚مُضاعف مشترك للعددين  0 ≤ 𝐿1. 

 .𝐿𝑐𝑚(𝑛,𝑚)بـ   𝑛,𝑚نرمز للمضاعف المشترك الأصغر للعددين  -

𝑛.𝑚عددين صحيحين موجبين وكان  𝑛,𝑚إذا كان  مُبرهنة إضافية: ≠  هو القاسم  𝑔𝑐𝑑(𝑛,𝑚)و  0

 فإن: 𝑛,𝑚المشترك الأعظم للعددين 

𝐿𝑐𝑚(𝑛,𝑚) =
𝑛.𝑚

𝑔𝑐𝑑(𝑛,𝑚)
 

 تماريــــن

,𝑎زمرة , وليكن  𝐺لتكن  :(𝟏)تمرين 𝑏 ∈ 𝐺  ولنفرض أن عنصرين كيفيين ,𝑂(𝑎) = 𝑛 , 𝑂(𝑏) = 𝑚. 

𝑎فإذا كان  ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎  وكان ,< 𝑒 > = < 𝑎 > ⋂ < 𝑏  , فإن <

𝑂(𝑎 ⋅ 𝑏) = 𝐿𝑐𝑚(𝑛,𝑚) 

 لدينا: البرهان

𝑂(𝑎) = 𝑛    ,     𝑂(𝑏) = 𝑚⏟                
فرضية (1)

    ,    𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎⏟        
فرضية (2)

     ,    < 𝑒 > = < 𝑎 > ⋂ < 𝑏 >⏟                
فرضية (3)

 

𝐿𝑐𝑚(𝑛,𝑚)لنفرض أن  = 𝑘  وأن ,𝑂(𝑎 ⋅ 𝑏) = 𝜆  ولنثبت أن ,𝜆 = 𝑘. 

,𝛼فيوجد عددين  𝑛,𝑚مضاعف مُشترك أصغر للعددين  𝑘بما أن  𝛽 ∈ ℤ بحيث 

𝑘 = 𝛼. 𝑛      𝑎𝑛𝑑      𝑘 = 𝛽.𝑚⏟                  
(4)

 

𝑎)أن ات إثبالاستقراء الرياضي يُمكن باستخدام مبدأ  ⋅ 𝑏)𝑘 = 𝑎𝑘 ⋅ 𝑏𝑘  لكُل𝑘 ≥ 2. 

𝑘: لنثبت صحة المطلوب من أجل خطوة البداية = 2. 

(𝑎 ⋅ 𝑏)2 = (𝑎 ⋅ 𝑏) ⋅ (𝑎 ⋅ 𝑏) ⇒⏟
العملية "⋅" تجميعية

(𝑎 ⋅ 𝑏)2 = 𝑎 ⋅ (𝑏 ⋅ 𝑎) ⋅ 𝑏 ⇒⏟
بالاستفادة من الفرضية (2)

 

(𝑎 ⋅ 𝑏)2 = 𝑎 ⋅ (𝑎 ⋅ 𝑏) ⋅ 𝑏 ⇒⏟
العملية "⋅" تجميعية

(𝑎 ⋅ 𝑏)2 = (𝑎 ⋅ 𝑎) ⋅ (𝑏 ⋅ 𝑏)  

⇒ (𝑎 ⋅ 𝑏)2 = 𝑎2 ⋅ 𝑏2      " 𝑘 =  " والمطلوب صحيح من أجل 2

𝑘: لنفرض أن المطلوب صحيح من أجل خطوة الاستقراء >  . أي2

(𝑎 ⋅ 𝑏)𝑘 = 𝑎𝑘 ⋅ 𝑏𝑘⏟          
خطوة الاستقراء

    ;     𝑘 > 2 

𝑘نبرهن على صحة المطلوب من أجل ول + 1 . 
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(𝑎 ⋅ 𝑏)𝑘+1 = (𝑎 ⋅ 𝑏)𝑘 ⋅ (𝑎 ⋅ 𝑏) ⇒⏟
بالاستفادة من فرضية الاستقراء

(𝑎 ⋅ 𝑏)𝑘+1 = (𝑎𝑘 ⋅ 𝑏𝑘) ⋅ (𝑎 ⋅ 𝑏)  

⇒⏟
العملية "⋅" تجميعية

(𝑎 ⋅ 𝑏)𝑘+1 = 𝑎𝑘 ⋅ (𝑏𝑘 ⋅ 𝑎) ⋅ 𝑏 ⇒⏟
بالاستفادة من الفرضية (2) 

عدد من المرات مساوٍ  لـ   𝑘 مرة

(𝑎 ⋅ 𝑏)𝑘+1 = 𝑎𝑘 ⋅ (𝑎 ⋅ 𝑏𝑘) ⋅ 𝑏  

⇒⏟
العملية "⋅" تجميعية

(𝑎 ⋅ 𝑏)𝑘+1 = (𝑎𝑘 ⋅ 𝑎) ⋅ (𝑏𝑘 ⋅ 𝑏) ⇒ (𝑎 ⋅ 𝑏)𝑘+1 = 𝑎𝑘+1 ⋅ 𝑏𝑘+1  

𝑘والمطلوب صحيح من أجل  +  مما سبق نستنتج "استنادا  لمبدأ الاستقراء الرياضي" أن .1

𝑘 ≥ ذلكو لكُل عدد صحيح 2    (𝑎 ⋅ 𝑏)𝑘 = 𝑎𝑘 ⋅ 𝑏𝑘 

(𝑎 ⋅ 𝑏)𝑘 = 𝑎𝑘 ⋅ 𝑏𝑘  ⇒⏟
بالاستفادة من(4)

(𝑎 ⋅ 𝑏)𝑘 = 𝑎𝛼.𝑛 ⋅ 𝑏𝛽.𝑚 ⇒ (𝑎 ⋅ 𝑏)𝑘 = (𝑎𝑛)𝛼 ⋅ (𝑏𝑚)𝛽   

⇒⏟
نم الفرضية (1)

𝑂(𝑎)=𝑛 لأن 𝑎𝑛=𝑒

𝑂(𝑏)=𝑚 لأن 𝑏𝑚=𝑒

(𝑎 ⋅ 𝑏)𝑘 = 𝑒𝛼 ⋅ 𝑒𝛽 ⇒ (𝑎 ⋅ 𝑏)𝑘 = 𝑒 ⋅ 𝑒 ⇒ (𝑎 ⋅ 𝑏)𝑘 = 𝑒    ;   ∀ 𝑘 ≥ 2 

     أصبح لدينا
(𝑎 ⋅ 𝑏)𝜆 = 𝑒 أصغر عدد صحيح موجب يُحقق 𝜆 أي  𝑂(𝑎 ⋅ 𝑏) = 𝜆

𝑎𝑛𝑑
(𝑎 ⋅ 𝑏)𝑘 = 𝑒

}  ⇒ 𝜆 ≤ 𝑘⏟  
∗

 

𝑎)إن  ⋅ 𝑏)𝑘 = 𝑒  كما وجدنا مُحقق من أجل جميع قيم𝑘 ≥ 𝑎). أي𝜆بما فيها  2 ⋅ 𝑏)𝜆 = 𝑒 . 

(𝑎 ⋅ 𝑏)𝜆 = 𝑒 ⇒⏟
𝑘≥2 مُحقق لكُل (𝑎⋅𝑏)𝑘=𝑎𝑘⋅𝑏𝑘 

(𝑎⋅𝑏)𝜆=𝑎𝜆⋅𝑏𝜆 أي 𝜆 بما فيها

𝑎𝜆 ⋅ 𝑏𝜆 = 𝑒 ⇒ (𝑎𝜆 ⋅ 𝑏𝜆) ⋅ 𝑏−𝜆 = 𝑒 ⋅ 𝑏−𝜆   

⇒ 𝑎𝜆 ⋅ (𝑏𝜆 ⋅ 𝑏−𝜆) = 𝑏−𝜆 ⇒ 𝑎𝜆 ⋅ 𝑒 = 𝑏−𝜆 ⇒ 𝑎𝜆 = 𝑏−𝜆 

> ∋ 𝑎بما أن  𝑎 𝑎𝜆فإن  < ∈ < 𝑎 𝑎𝜆, وبما أن  < = 𝑏−𝜆  فإن𝑏−𝜆 ∈ < 𝑎 >. 

> ∋ 𝑏بما أن  𝑏 𝑏−𝜆فإن  < ∈ < 𝑏 𝑎𝜆, وبما أن  < = 𝑏−𝜆  فإن𝑎𝜆 ∈ < 𝑏 >. 

  أصبح لدينا
𝑎𝜆 ∈ < 𝑎 >

𝑎𝑛𝑑

𝑎𝜆 ∈ < 𝑏 >

}  ⇒  𝑎𝜆 ∈ < 𝑎 > ⋂ < 𝑏 > ⇒⏟
بالاستفادة من الفرضية (3)

 𝑎𝜆 ∈ < 𝑒 > 

⇒⏟
<𝑒> ={𝑒}

 𝑎𝜆 ∈ {𝑒}  ⇒ 𝑎𝜆 = 𝑒 
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  أصبح لدينا
𝑎𝜆 = 𝑒
𝑎𝑛𝑑

  𝑎𝑛 = 𝑒 أي 𝑂(𝑎) = 𝑛

} ⇒⏟
استنادا   للجزء الثاني من التمهيدية

صـ 18 في المحاضرة السابقة

   𝜆 يقسم 𝑛  

𝑏−𝜆بما أن  ∈ < 𝑏 (𝑏−𝜆)فإن  <
−1
∈ < 𝑏 𝑏𝜆أي  < ∈ < 𝑏 >. 

𝑏−𝜆بما أن  ∈ < 𝑎 (𝑏−𝜆)فإن  <
−1
∈ < 𝑎 𝑏𝜆أي  < ∈ < 𝑎 >. 

  أيضا   لدينا
𝑏𝜆 ∈ < 𝑎 >

𝑎𝑛𝑑

𝑏𝜆 ∈ < 𝑏 >

}  ⇒  𝑏𝜆 ∈ < 𝑎 > ⋂ < 𝑏 > ⇒⏟
بالاستفادة من الفرضية (3)

 𝑏𝜆 ∈ < 𝑒 > 

⇒⏟
<𝑒> ={𝑒}

 𝑏𝜆 ∈ {𝑒}  ⇒ 𝑏𝜆 = 𝑒 

  أصبح لدينا
𝑏𝜆 = 𝑒
𝑎𝑛𝑑

  𝑏𝑚 = 𝑒 أي 𝑂(𝑏) = 𝑚

} ⇒⏟
نيالثا من التمهيدية استنادا   للجزء 

صـ 18 في المحاضرة السابقة

   𝜆 يقسم 𝑚  

  أصبح لدينا
 𝜆 يقسم 𝑛
𝑎𝑛𝑑

   𝜆 يقسم 𝑚

}  ⇒   𝑛,𝑚 مضاعف مُشترك للعددين 𝜆  

 أي 𝑛,𝑚أصغر من أي مضاعف مشترك للعددين  𝑘فإن  𝑛,𝑚مُضاعف مُشترك أصغر للعددين  𝑘وبما أن 

𝑘 ≤ 𝜆   … ∗∗ 

𝜆نجد أن  ∗∗و  ∗من  = 𝑘  أي أن𝑂(𝑎 ⋅ 𝑏) = 𝐿𝑐𝑚(𝑛,𝑚)                                .وهو المطلوب. 

,𝑎زمرة , وليكن  𝐺لتكن : (𝟐)تمرين 𝑏 ∈ 𝐺  عنصرين كيفيين , ولنفرض أن𝑂(𝑎) = 𝑛 , 𝑂(𝑏) = 𝑚. 

𝑎فإذا كان  ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎  وكان ,𝑔𝑐𝑑(𝑛,𝑚) =  , فإن 1

𝑂(𝑎 ⋅ 𝑏) = 𝑂(𝑎). 𝑂(𝑏) 

>: لنثبت أولا  أن البرهان 𝑎 > ⋂ < 𝑏 > = < 𝑒 > . 

𝑒 ∈ < 𝑎 >⏟      
لأن<𝑎>زمرة جزئية

𝐺 في

    𝑎𝑛𝑑    𝑒 ∈ < 𝑏 >⏟      
لأن<𝑏>زمرة جزئية

𝐺 في

  ⇒  𝑒 ∈ < 𝑎 > ⋂ < 𝑏 >  ⇒  

{𝑒} ⊆ < 𝑎 > ⋂ < 𝑏 >   ⇒⏟
<𝑒>={𝑒} كون

   < 𝑒 > ⊆ < 𝑎 > ⋂ < 𝑏 > … (1) 

𝑥عنصر كيفي  لنأخذ ∈ < 𝑎 > ⋂ < 𝑏 𝑥أن  وهذا يعني  < ∈ < 𝑎 𝑥وأن  < ∈ < 𝑏 >. 
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𝑥 ∈ < 𝑎 > ⇒⏟
<𝑎>استنادا   لتعريف عناصر

∃ 𝑠 ∈ ℤ ∶   𝑥 = 𝑎𝑠  

𝑥 ∈ < 𝑏 >  ⇒⏟
<𝑏>استنادا   لتعريف عناصر

∃ 𝑡 ∈ ℤ ∶   𝑥 = 𝑏𝑡  

 𝑥 = 𝑎𝑠  ⇒  𝑥𝑛 = (𝑎𝑠)𝑛 ⇒ 𝑥𝑛 = (𝑎𝑛)𝑠 ⇒⏟
𝑂(𝑎)=𝑛 لأن 𝑎𝑛=𝑒

𝑥𝑛 = 𝑒𝑠 ⇒ 𝑥𝑛 = 𝑒 

𝑥 = 𝑏𝑡  ⇒  𝑥𝑚 = (𝑏𝑡)𝑚 ⇒ 𝑥𝑚 = (𝑏𝑚)𝑡 ⇒⏟
𝑂(𝑏)=𝑚 لأن 𝑏𝑚=𝑒

𝑥𝑚 = 𝑒𝑡 ⇒ 𝑥𝑚 = 𝑒 

𝑂(𝑥)لنفرض أن  = 𝑘 . 

  أصبح لدينا

𝑥𝑛 = 𝑒 ,  𝑥𝑚 = 𝑒 
𝑎𝑛𝑑

  𝑥𝑘 = 𝑒 أي 𝑂(𝑥) = 𝑘
} ⇒⏟

استنادا   للجزء الثاني من التمهيدية

صـ 18 في المحاضرة السابقة

   
𝑚 يقسم 𝑘

𝑛 يقسم 𝑘
  

𝑔𝑐𝑑(𝑛,𝑚). لكن من الفرض لدينا 𝑛,𝑚قاسم مشترك لـ   𝑘من الأخيرة نستنتج أن  =  أي أن القاسم  1

𝑘هو الواحد مما يعني أن  𝑛,𝑚للعددين  الأعظمالمشترك  = 1. 

𝑘 = 1 ⇒ 𝑂(𝑥) = 1 ⇒ 𝑥1 = 𝑒 ⇒ 𝑥 = 𝑒 ⇒ 𝑥 ∈ {𝑒} 

𝑥أخذنا عنصر كيفي  ∈ < 𝑎 > ⋂ < 𝑏 𝑥و وجدنا أن  < ∈ {𝑒} مما يعني أن 

 < 𝑎 > ⋂ < 𝑏 > ⊆ < 𝑒 >      … (2) 

 نحصل على: (2)و  (1)من 

< 𝑒 > = < 𝑎 > ⋂ < 𝑏 >  

   أصبح لدينا

𝑂(𝑎)  فرضا   = 𝑛 ,   𝑂(𝑏) = 𝑚

𝑎   فرضا   ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎

>  برهانا   𝑒 > = < 𝑎 > ⋂ < 𝑏 >
 }

 
 

 
 

 ⇒⏟
بحسب التمرين السابق

𝑂(𝑎 ⋅ 𝑏) = 𝐿𝑐𝑚(𝑛,𝑚)  

 لكن:

𝐿𝑐𝑚(𝑛,𝑚) =
𝑛.𝑚

𝑔𝑐𝑑(𝑛,𝑚)
 ⇒⏟
𝑔𝑐 فرضا    𝑑(𝑛,𝑚)=1

𝐿𝑐𝑚(𝑛,𝑚) = 𝑛.𝑚 

 بالعودة نجد أن:

𝑂(𝑎 ⋅ 𝑏) = 𝑛.𝑚 = 𝑂(𝑎). 𝑂(𝑏) 

 .وهو المطلوب

 انتهت المحاضرة العاشرة

 


