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 المتسلسلة المتناوبة :

يٍ حذٔدْا عثاسج عٍ عذدٌٍ َٓا يرُأتح إرا كاٌ كم حذٌٍ يرجأسٌٍ يثاششج ل عٍ انًرغهغهح انكٍفٍح انعذدٌح إَمٕ

 يٍ انشكم : كم يرغهغهح أي ًْالإشاسج  يخرهفً

∑(  )    
 

   

                    (  )
            

 .    حٍث 

:اختبار ليبتز 

) ٔ ذكٌٕ انًرغهغهح يرماستح     عُذيا تانمًٍح انًطهمح  هغهح يرُأتح ٌغعى نهصفش ٔيرُالصإرا كاٌ انحذ انعاو نًرغ

 ششطً(ذماسب ُْا َٕع انرماسب 

  إرا كاَد يرغهغهح انمًٍح انًطهمح نحذٔدْا يرماستح بالإطلاق ةمتقاربَٓا ٔ َمٕل إ

∑: إرا كاَد نذٌُا انًرغهغهح انًرُأتح  بمعنى آخر ((  )       )
 
 ٔ انرً ذحمك انششطاٌ :   

1-       |(  )
     |     

   
 صفش(َٓاٌح انحذ انعاو تانمًٍح انًطهمح ذغأي انأي )     

 يرُالصح (  +  *انًررانٍح أي )    لأجم كم           -2

 حغة لاٌثرُض  متقاربة شرطياًعُذئزٍ َمٕل أٌ ْزِ انًرغهغهح 

∑ٔ َمٕل عٍ انًرغهغهح انًرُأتح  ((  )       )
 
 إرا ٔ فمط إرا ذماستد عهغهح انمٍى انًطهمح  متقاربة بإطلاقإَٓا     

 ∑ |(  )       |
 
    ∑   

 
    

 مبرهنة :

  إرا كاَد انًرغهغهح انكٍفٍح يرماستح تإطلاق فإَٓا ذكٌٕ يرماستح
 مثال :

∑نُأخز انًرغهغهح انًرُأتح 
(  )   

 
   رنك لأٌ ض ًُٓ يرماستح حغة اخرثاس لاٌثرف 

 

 
 

   

    ٔ{
 

 
 يرُالصح {

 ماستح ششطٍاً إلا أٌ عهغهح انمٍى انًطهمحفًٓ ير

∑|
(  )    

 
|  ∑

 

 
 

 ٔتانرانً ًْ يرماستح ششطٍاً(     )سًٌاٍَح يرثاعذج 

 مثال :

∑
(  )    
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 يرماستح تإطلاق

 لأٌ يرغهغهح انمًٍح انًطهمح نحذٔدْا يرماستح 

∑|
(  )    

  
|  ∑

 

  
 

 مثال :

∑(  ) 
 

   

     
 

 
 

 تانمًٍح انًطهمح:انحذ انعاو َلاحظ أٌ َٓاٌح 

   
   

   
 

 
   

)   رنك لأٌ ْٕٔ يرُالص 
 

 
)     (

 

 
)     (

 

  
) حغة يعٍاس  ششطٍاً  ٔتانرانً انًرغهغهح يرماستح   

 لاٌثرُض 

 تح تإطلاق رنك لأَّ إلا أَٓا نٍغد يرماس -

∑|(  )     
 

 
|  ∑    

 

 

 

   

 

   

 

 ٔ نذاسعح ْزِ انًرغهغهح َطثك يعٍاس َٓاٌح انُغثح :

   
   

   
 
 
 
 

    

ٕ عذد يٕجة يحذٔد فإٌ انًرغهغهح  ∑ٔ تًا أٌ انُاذج ْ    
 

 

 
∑هح يٍ َفظ َٕع انًرغهغ    

 

 

 
     ∑

 

 

 
    

∑ْزِ الأخٍشج يرثاعذج ٔ عهٍّ ٌكٌٕ يرغهغهح انمٍى انًطهمح  ٔ    
 

 

 
 .يرثاعذج     

  1َكٌٕ ساجعُا أغهة الأفكاس اََفح انزكش فً يمشس انرحهٍم تٓزا 

 ٔ ْٕ 3ٔ اٌَ عُثذأ تأٔنى فمشاخ يمشس انرحهٍم 

 .تهيةالجداءات غير المن
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 الجداءات غير المنتهية :

  عُذئز َغًً, +  *  انحمٍمٍح ُأخز يررانٍح يٍ الأعذادن

∏                   

 

   

 

 ر منتهٍغي جداءً

 حٍث +  * تانشكم : يررانٍح انجذاءاخ انجضئٍحٔ عُذئزٍ َعشف  سيض انجذاء  حٍث 

        

         

            

                    ∏  

 

   

 

 : ّ  ٔ نٍكٍ :    عُذيا  ٔ يحذٔدج انٍح انجذاءاخ انجضئٍح يٕجٕدجيررَٓاٌح إرا كاَد ٔ تانرعشٌف نذٌُا أَ

   
   

      
  

 أي :  ذغأي ْزِ انمًٍح ٌكٌٕ انجذاء غٍش انًُرًٓ يرماسب ٔ ذكٌٕ لًٍرّ 

          
   

     ∏  

 

   

   

 ٔ صٌادجً فً انرٕضٍح :

 

  ٍَمٕل ع   
 
 أَّ يرماسب إرا كاٌ :    

 

                                                         

 

  ٌَمٕل أ   
 
 أَّ يرثاعذ إرا كاٌ :    

{

   
   

    

    أٔ
   

     

 أٔ غٍش يٕجٕدج

 

ٌ أحذ انًضاسٌة  ٌ ٌكٕ ّ ٌكفً أ ٍ انٕاضح أَ ٌ قًٍح انجذاء           ي    صفشاً كً ذكٕ
 
 يغأٌح نهصفش    
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 مثال :

 ادسط انجذاء انرانً ٔأٔجذ لًٍرّ فً حال ذماستّ

∏(  
 

  
)

 

   

 

 :الحل

 ٔ انرً حذْا انعاو:تذاٌحًُ نُشكم يررانٍح انجذاءاخ انجضئٍح 

   ∏(  
 

  
)  ∏(

    

  
)

 

   

 

   

 

 ∏*
(   )

 
  
(    )

 
+

 

   

 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
     

(   )

 
 
(   )

 
 

 تالاخرصاس َجذ أٌ :

   
 

 
 
   

 
 

   
   

   
 

 
 

ٕ يرماسب        :ٔ لًٍرّ  ٔتانرانً ْ

∏(  
 

  
)

 

   

 
 

 
 

 ح ْايح:يلاحظ

 ـ     فرشض أٌ ُع  ًُرٍٓح.انغٍش اٌح انفقشج انًرعهقح تانجذاءاخ ٔرنك اعرثاسً يٍ اٌَ ٔحرى َٓ  يٍ أجم كم قًٍح ن

ً تٍّ  ٍ فًٍا إرا كاٌ ْزا انجذاء يرقاستاً أو يرثاعذاً ٔنًارا؟ٔتالإضافح إنى رنك فإٌ انقٕل "ادسط انجذاء" ٌعُ

ً ٔأٔا مثال: ّ دسط انجذاء اَذ ً حانح ذقاست ّ ف  جذ قًٍر



 

5 

∏(    
 
)

 

   

  | |     

ً حذْا انعاو  :تذاٌ  ح نُشكم يررانٍح انًجايٍع انجضئٍح ٔ انر

   ∏(    
 
)

 

   

 (   )(    )(    )(    ) (    
 
) 

ٌ ٔ تٓذف ذثغٍظ انحذ انعاو يٍ أجم ان ٍ تانًقذاس ٔ اَ ّ تغٕٓنح نُضشب انطشفٍ (   )رًكٍ يٍ حغاب َٓاٌر    

      (   )   (   )(   )⏟          
(    )

(    )(    )(    ) (    
 
) 

     (   )   (   
 )(    )⏟          
(    )

(    ) (    
 
) 

     (   )   (   
 )(    )(    ) (    

 
) 

                         (    
 
)(    

 
)     (  

 
)
 
       

 
     

   
 

                     
(    

   
)

   
 

ٌ    تأخز َٓاٌح         ٔ تًلاحظح أ
| |لأٌ            : ٌ  َغرُج أ

             
   

   
 

   
 

 :ّ   أي أٌ انجذاء يرقاسب ٔقًٍر
 

   
 

 الخىاص الأساسية للجداءات غير المنتهية:

   نذٌُا انجذاء نٍكٍ  
 
 :كًا ٌهً  عهى شكم جذائٍٍ ٔ عُكرثّ    

        ∏   ∏   ∏   

 

     

 

   

 

   

       

 

ً نهجذاء غٍش انًُٓرً   حٍث:   انثاقً انَُٕ

 انحذ انعاو نًررانٍح انجذاءاخ انجضئٍح          
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 (:1مبرهنة)

      إرا كاٌ انحذ انعاو نًررانٍح انجذاءاخ انجضئٍح ْٕ  
 
     ً فإٌ انششط انلاصو ٔانكافً نرقاسب انجذاء غٍش انًُرٓ

   
 
      ً ً انَُٕ ٕ ذقاسب انثاق ْ      

 
        ً   أٌاً كاٌ انعذد انطثٍع

 (:2مبرهنة)

 ً    إرا كاٌ انجذاء غٍش انًُرٓ
 
ً يرقاسب فإ     ً انَُٕ       ٌ انثاق

 
 ٌحقق انششط:      

   
   

     

 :ثبباتالإ

   كاٌ انجذاء نًا 
 
ّ ٌٕجذ  يرقاستاً     ً أَ       تحٍث     فٓزا ٌعُ

 
      ٕ َٓاٌح يررانٍح انجذاءاخ ٔ ذحذٌذاً ْ

   )    +  *انجضئٍح 
   

    )  ٌ  , ٔ ٔجذَا قثم قهٍم أ

  ∏  

 

   

                    
 

  
 

   
   

      
   

 

  
 
 

 
   

ٕ انًطهٕب ٔ  ْ  

 :(3مبرهنة)

    إرا كاٌ انجذاء غٍش انًُرًٓ
 
     :ٌ            يرقاسب فإ

ٌ  :الإثببات    تًا أ
 
ٌ يررانٍح يجايٍعّ انجضئٍح يرقاستح يٍ عذد     ً أ ٍ  فٓزا ٌعُ ّ ًٌكٍ يلاحظح أٌ pٔ نٍك  : ٔ عهٍ

                        
   

     

                      
   

        

 َجذ أٌ :     عهى     أخٍشاً تقغًح ٔ 

   
  
    

 

   
   

      
   

  
    

 
 

 
   

 )صحٍحح إرا كاٌ انجذاء يرقاسب( 

ٕ ششط لاصو نرقا     إٌ انششط : يلاحظح     انجذاء برْ
 
 نهرقاسب  ٔنكُّ غٍش كافٍ    

:ً   تًلاحظح انًثال اَذ
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 انجذاء نُأخز 
   

 

 
ّ إلا أَُا عُثثد            فُلاحظ أٌ     ً : تاعرخذاو يررانٍح انجذاءاخ انجضئٍح متباعدأَ   كًا ٌه

   ∏
   

 

 

   

 
 

 
 
 

 
 
 

 
  

 

   
 
   

 
 (   )

   
→     

ٌ عكظ انًثشُْح انغاتقح غٍش  يرثاعذ تانشغى يٍ كٌٕ حذِ انعاو ٌغعى إنى انصفش ٔفانجذاء  ْزا انًثال انًعاكظ كافٍ لإثثاخ أ

 .صحٍح تانضشٔسج

 

 انتهت المحاضرة " "

  نذير تيناوي                                                                        


