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 (:2مبرهنة)

 حٛث[   ]  يسزًشح ٔيعشفخ عهٗ انًجبل انًغهك  {  )   انزٕاثع  نزكٍ نذُٚب يززبنٛخ

 عُذئزٍ    ) يٍ ربثع انُٓبٚخ  ٔثفشض أٌ ْزِ انًززبنٛخ يزمبسثخ ثبَزظبو عهٗ            

 ٔٚحمك انعلالخ:  لبثم نهًكبيهخ عهٗ    ) انزبثع 

   
   

∫   (     ∫    
   

  (     ∫  (    
 

 

 

 

 

 

 

 الإثبات:

   ) يزمبسثخ ثبَزظبو يٍ انزبثع  {  )   ٔ انًززبنٛخ  [   ]فٙ انًززبنٛخ يسزًشح عهٗ    )  ثًب أٌ انزٕاثع 

 ٔ نذُٚب : [   ]لبثم نهًكبيهخ عهٗ يسزًشاً  ٔ ثبنزبنٙ    ) ٚكٌٕ انزبثع 

   
   

  (    (   

َأخز          
 

   
                ٔ ثبنزبنٙ               

 ثحٛث ٚكٌٕ:     ٕٚجذ عذد ؼجٛعٙ 

 

||∫   (    
 

 ⏟      
انحذ انعبو

 ∫  (    
 

 ⏟      
انُٓبٚخ

||  |∫ [  (      (  ]   
 

 

| 

 ∫ |  (    (  |    ∫
 

   
    

 

 

 
 

 

 

|  )    )  |حٛث   
 

   
 ركٌٕ انًززبنٛخ يزمبسثخ ثبَزظبو  

    
   

∫   (     ∫  (    
 

 

 

 

 ∫    
   

  (    
 

 

 

 نٛخ انزٕاثع فٙ ْزِ انًجشُْخ ْٕ ششغ كبفٍ ٔنكُّ غٛش لاصو ٔانًثبل اٜرٙ ششغ انزمبسة انًُزظى نًززب :ملاحظة

 ٕٚظح رنك:
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      ٍ    )  نزك
  

مثال: [   ]  يززبنٛخ رٕاثع يعشفخ عهٗ انًجبل         

الحل: َجذ أٌ ربثع انُٓبٚخ: 

 (      
   

  

      
         

 انصفشٚخ.أ٘ انًززبنٛخ يزمبسثخ َمؽٛبً يٍ انذانخ 

 هل المتتالية متقاربة بانتظام؟

 نُفشض أَٓب يزمبسثخ ثبَزظبو.

  َفشض أٌ 
 

 
 ثحٛث ٚكٌٕ:    أ٘ ٕٚجذ عذد ؼجٛعٙ  

|  (    (  |  |
  

      
|    

 

 
 

  

      
 

 

 
                     [   ] 

  فإَّ ٚكٌٕ     ٔيُّ ثفشض 
 

 
 

 

 
   

  َأخز 
 

 
 ثبنزعٕٚط َجذ أٌ: 

  
 
 

     
 
  

 
 

   
 

 

 
 

 

 
 

 .[   ]ْزا يسزحٛم أ٘ انفشض انز٘ فشظُبِ خبؼئ ٔثبنزبنٙ انًززبنٛخ يزمبسثخ َمؽٛبً عهٗ 

 اخزم انزمبسة انًُزظى سغى أَّ:فُجذ أَّ 

   
   

∫   (        
   

∫
  

      
  

 

 

 

 

 

    
   

[
  (       

  
]    
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∫    
   

  (     ∫     
 

 

  
 

 

 

 انُٓبٚزٍٛ يزسبٔٚزٍٛ سغى أٌ انزمبسة غٛش يُزظى.

 (3مبرهنة)

َٔفشض أٌ    ) يٍ  [   ]نُفشض أَٓب يزمبسثخ َمؽٛبً عهٗ  [   ]يززبنٛخ رٕاثع يعشفخ عهٗ  {  )   نزكٍ 

  ٔأٌ انًشزمبد   ثبنُسجخ نـ  [   ]حذٔدْب رٕاثع لبثهخ نلاشزمبق عهٗ 
نحذٔدْب ْٙ رٕاثع يسزًشح عهٗ    ) 

   ٔثفشض  [   ]
لبثلًا نلاشزمبق    ) عُذئزٍ ٚكٌٕ انزبثع    ) يٍ انزبثع  [   ]يزمبسثخ ثبَزظبو عهٗ  {  ) 

 ٔٚزحمك:   ) ٔيشزمّ ْٕ  [   ]عهٗ 

[    
   

  (  ]
 

    
   

  
 (     (    (   

 الإثبات:

 ( فٕٓ لبثم نهًكبيهخ 1ربثع يسزًش حست انًجشُْخ)   ) َجذ أٌ 

    )                             انزبثع الأصهٙ نـ   ) َفشض 

 (    (   [ (  ] 
  ∫  (    

 

 

 

    
   

∫   
 (        

   
[  (  ] 

 
 

 

 

    
   

  (      
   

  (   

 (    (    (    (   

 (    (    (    (   

 ٔيشزمّ ْٕ  Iلبثلًا نلاشزمبق فٙ كم َمؽخ يٍ َمبغ    ) ٔيُّ ٚكٌٕ 

  (     (    (   

 ٔرزحمك انعلالخ انًزكٕسح فٙ انُص ٔثزنك ٚزى إثجبد انًؽهٕة.

 (:4مبرهنة)

 ٔنُفشض أٌ:  يززبنٛخ رٕاثع يسزًشح عهٗ يجبل  {  )   نزكٍ 
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  (    (   

 يزكبفئزٍٛ:عُذئزٍ ركٌٕ انمعٛزٍٛ اٜرٛزٍٛ 

  عهٗ    ) يزمبسثخ ثبَزظبو يٍ انذانخ  {  )   انًززبنٛخ ( 1

 |  )    )  |         حٛث            (            2

أ٘ أٌ انششغ انلاصو ٔانكبفٙ نكٙ ركٌٕ انًززبنٛخ يزمبسثخ ثبَزظبو ْٕ أٌ ركٌٕ ْزِ انُٓبٚخ رسبٔ٘ انصفش أ٘ أٌ 

 رسبٔ٘ انصفش.  يٍ   يٍ أجم كم لًٛخ   ) ٔ    )  نهفشق ثٍٛ      ركٌٕ َٓبٚخ انـ 

 

 ـ  تذكرة: ْٕ أصغش حذ أعهٗ )انحذ الأعهٗ الأصغش٘(. supremumان

 إرا رحمك انششؼبٌ:  أَّ أعهٗ حذ أصغش٘ نهًجًٕعخ     َمٕل عٍ 

             

                    

 مثال:

  (   
 

    
                    [   [ 

 (      
   

  (      
   

 

    
   

     ) فٓٙ يزمبسثخ َمؽٛبً يٍ انزبثع انصفش٘ 

|  )    )  |         إرا كبٌ انششغ  يحمك ركٌٕ عُذْب انًززبنٛخ يزمبسثخ  ]   ]           

 ( ٔاٌٜ نُشٖ إرا كبٌ انششغ يحمك أو لا.4ثبَزظبو حست انًجشُْخ)

   
   

   |  (    (  |     
   

   |
 

    
|      

 ٔثبنزبنٙ انًززبنٛخ غٛش يزمبسثخ ثبَزظبو لأٌ:

   
   

   |  (    (  |    
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(: )اختبار كوشي(: 5مبرهنة)

 ؟) انًززبنٛخ كٕشٛخ(  يزٗ ركٌٕ انًززبنٛخ يزمبسثخ ثبَزظبو حست اخزجبس كٕشٙ

إرا ٔفمػ إرا رحمك   عهٗ    ) يزمبسثخ ثبَزظبو يٍ انزبثع   انًعشفخ عهٗ انًجبل  {  )   ركٌٕ يززبنٛخ انزٕاثع 

 يب ٚهٙ:

|  )     )  |ثحٛث       ٕٚجذ     يًٓب كبٌ                                         لأجم    

   )  انًززبنٛخ 
  

 
  ،  [   ]   مثال:

  أثجذ أَٓب يزمبسثخ ثبَزظبو عهٗ 

  ٕٚجذ        
 

 
 ثحٛث ٚكٌٕ:    

|  (     (  |  |
  

 
 

  

 
|  |

  

 
|  |

  

 
|  

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
   

 

 
     

 

 
 

 ثبَزظبو  فحست انًجشُْخ الأخٛشح ركٌٕ يزمبسثخ

تمرين  : ثٍٛ فًٛب إرا كبٌ رمبسة انًززبنٛخ انزبنٛخ يُزظًبً أو غٛش يُزظى يع انزجشٚش !

   (  }     (   
 

      
      [   ] 

 الحل :

 ثذاٚخ َلاحظ أٌ : 

   
    

  (     

 رعؽٗ رفصٛلًا ثبنشكم :   )  كًب أَُب َلاحظ أٌ انزٕاثع 
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  (   

{
 
 

 
 

        
 

  
      

 

 
 

    
       

 

   )  ٔ نُثجذ أٌ 
 

  
   )     عُذْب ٚكٌٕ  

 

  
  

 ٔ لإثجبد رنك َكزت :

  (                      

 َمهت ؼشفٙ انًزشاجحخ :

  
 

    
 

 

  
 

   ) فُلاحظ أٌ 
 

  
 ٔ ثبنزبنٙ :  يٍ   نكم  

   
   

  (   
 

  
    

   

 

  
   

  فبنزمبسة يُزظى 

  يهحك ٚحٕ٘ حم رًبسٍٚ يخزهفخ عٍ انجحث انسبثك  -إٌ شبء الله–سأٔسد 

 انتهت المحاضرة " "

  نذير تيناوي                                                                                   

 


