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 القاسم المشترك الاعظم :

 عظمالأ المشترك القاسم    مغاٌرة للصفر نسمً أكبر عدد صحٌح موجب ٌقسم كل من          لٌكن  :تعريف 

 .  (   )   ونرمز له      للعددٌن 

 أولٌان فٌما بٌنهما .     نقول فً هذه الحالة أن العددٌن      (   )   اذا كان _        

 

 تحقق أن :        عندئذ ٌوجد          لٌكن  : مبرهنة

   (   )        

 .      هو أصغر عدد طبٌعً من الشكل :  (   )   عن ذلك فإن  فضلا 

 الإثبات :

   +                  *  لنأخذ المجموعة  

∅واضح أن    عنصر أصغر  ومنه ٌوجد فً       

                      ومنه     عناصر فله نفس شكل      وطالما   ولٌكن  

 .      وأن         حٌث          نجد أن         خوارزمٌة القسمة لأجل العددٌن وحسب 

           من العلقة    ونحسب       ومنه عندئذ      لنفرض جدلا أن 

           (      )  (     )  (    )      

    ومنه 

      وبالتالً      خاطئ ومنه  الجدلًومنه الفرض   عنصر أصغر فً     هذا ٌناقض كون و

      قاسم مشترك للعددٌن    ومنه ٌكون    ٌقسم    وبنفس الطرٌقة نثبت أن 

 :) أي لا ٌوجد قاسم أكبر منه( قاسم مشترك أكبر    ن نثبت أن والآ

 بحٌث     ̀  ̀ عندئذ ٌوجد   ̀ نفرض وجود قاسم مشترك اخر ولٌكن  

 ̀  ̀   و                                  ̀  ̀    

 ومنه نجد أن :    ـنعوض فً علقة ال

     ̀  ̀     ̀  ̀ 
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 ⏞
موجب

 (   ̀     ̀⏟      
موجب

)  ̀⏞
موجب

 

 وهو المطلوب .     القاسم المشترك الأكبر للعددٌن    ومنه ٌكون  ̀   ومنه نجد أن 

   (   )            

 تعريف :

 . +     *مجموعة قواسمه وان      عدد أولً إذا كان    عننقول     لٌكن 

 .   أو    ٌقسم    عندئذ      ٌقسم الجداء     إذا كان          و  أولٌاا  عدداا    لتكن :  تمهيدية اقليدس

 الإثبات :

          بحٌث       عندئذ ٌوجد عدد صحٌح       ٌقسم الجداء   لنفرض أن 

    لا ٌقسم    ولنفرض أن 

ولو فرضنا أنه لا ٌقسم عندئذ لا ٌبقى قواسم  (   ): إذا أخذنا أي عدد مع عدد أولً فإن القواسم هً  توضيح

 أخرى غٌر الواحد .

وحسب النص            بحٌث          أولٌان فٌما بٌنهما ومنه ٌوجد     (   )    عندئذ  

 منه و                الأخٌر    

              (       )  

 .وهو المطلوب    ٌقسم    أي أن 

  :تم الانتهاء من اول فصل وهو المجموعات والان سندخل فً فصل جدٌد وهو

 نظرية الزمر

 تعريف الزمرة  :

 :   مجموعة غٌر خالٌة نسمً كل تطبٌق   لتكن 

 كما ٌلً (  ملحظة : ) النقطة سنعبر عنها بدل من اشارة الضرب 

            

(   )      



   الفصل الأول                         1البنى الجبرية                                    السنة الثانية

   

 

3 

 )قانون تشكٌل داخلً (   عملٌة ثنائٌة على 

 ( :2تعريف )

 (  )علٌها عملٌة ثنائٌة  مجموعة غٌر خالٌة معرف  لتكن 

      

(   )      

 زمرة إذا حققت الشروط التالٌة : (    )نسمً الثنائٌة 

1)                                                         

  تجمٌعٌة            (   )     (   )              (2

 بحٌث :      عنصر بحٌث     ٌوجد فً  (3

  نسمً   عنصر  محاٌد                                          

 

4)                            

 .    ونرمز له    مقلوب العنصر    نسمً العنصر         

 تعريف :

 إنها تبدٌلٌة إذا حققت الشرط : (   )نقول عن الزمرة 

                                 

 لضربٌة أما الزمر الجمعٌة تختلف إن الخصائص السابقة تتعلق بالزمر ا

 الزمرة الضربية  الزمرة الجمعية 

     العملية الثنائية

       العنصر المحايد

    هو    مقلوب    هو              نظيرa المقلوب أو النظير

                        (  )   التشكيل

هو   مضاعف  المضاعف أو القوة
        

       هي    قوة 

 ملاحظة :

          و       زمرة و    لتكن 
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{
 
 

 
             ⏞        

  مرة 

                
                                    

            ⏟          
    مرة

         
 

    

{
 
 

 
 
            ⏞            

  مرة 

                

                                محاٌد فً زمرة 
(  )  (  )   (  )⏟                

   مرة

         

 

 أمثلة عن الزمر بالنسبة للأعداد:

 .تشكل زمرة جمعٌة تبدٌلٌة  (   )بالنسبة لعملٌة الجمع هً الأعداد     مجموعة الأعداد الصحٌحة  (1

 لٌست زمرة بالنسبة لعملٌة ضرب الاعداد لأنها لا تحقق هذا الشرط : (   )ولكن 

                   

            لو كان لدينا 
 

 
          

 (   )بالنسبت لجمع الأعداد تشكل أيضا زمرة جمعيت تبديليت    مجموعت الأعداد الحقيقيت  (2

  (     )تشكل زمرة ضربيت تبديليت     مجموعت الأعداد الحقيقيت المغايرة للصفر   (3

 لصفر لأن الصفر ليس له مقلوب (( ))استثنينا ا              

 بالنسبت للمصفوفاث المربعت

  ( )  {[
  
  

]             } 

 تشكل زمرة بالنسبت لعمليت جمع المصفوفاث 

( )   بينما  {[
  
  

]                       } 

 تشكل زمرة بالنسبة لعملٌة ضرب المصفوفات .

 )لأنه لكً تكون للمصفوفة المربعة مقلوب فإن هذا ٌقتضً أن ٌكون محدد هذه المصفوفة غٌر معدوم(

 تمهيدية :

 زمرة عندئذ :   لتكن 

 وحٌد .   العنصر المحاٌد فً  (1

 وحٌد .   مقلوب أي عنصر فً  (2

                              أي إذا كان قانون الاختصار محقق (3
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     فإن  

4)         (   )       

5)                              

(               )
     

       
       

        
   

 الإثبات :

 كل منهما عنصر محاٌد لنأخذ الجداء لهذ ٌٌن العنصرٌٌن              لٌكن  (1

            

    كل منهما مقلوب للعنصر          ولنفرض أن       لٌكن   (2

          فإن :    هو المقلوب  ل   طالما 

          فإن :    هو مقلوب العنصر    طالما 

 :     ولنبرهن أن 

 طالما الزمرة تبدٌلٌة فلدٌنا محاٌد فإن :

        (   )⏟    
  الخاصة التجمٌعٌة محققة

       

 .          ومنه 

         تحقق :           لتكن  (3

    (   )      (   )   تجمٌعٌة محققة  

(     )⏟    
 

   (     )⏟    
 

   

        

 عندئذ :      لٌكن  (4

   ⏟
عنصر

 (   )  ⏟    
مقلوبه

   

   نضرب الطرفٌن ب 

(   )     

 ٌتم اثباته من خلل الاستقراء :  (5

      نثبته من أجل 

           (   )ولنبرهن أن               

 وٌحقق أي عنصر .       (   )ومنه لكل عنصر مقلوب أي :          فإن          وبما أن 
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 .     (   ) (   ) مع المقلوب له ٌعطً المحاٌد أي أن : 

 (  (   )  )        . 

 من الٌسار     ـنضرب ب

  (   )           . 

 من الٌسار     ـنضرب ب

(   )          

         محققة :      لنفرض أن 

(              )
     

       
       

     
   ( ) 

          لنثبت صحة العلقة من أجل 

(                )
       

     
       

     
   (  ) 

(              )بفرض أن       

 نجد : (  )بالتعوٌض فً 

(      )
       

           
   (              )   

 محققة ومنه ٌكون : ( )  نلحظ أن العلقة 

     
     

       
     

   

(                )وبالتالً :  
       

     
       

     
 محققة .    

 تعريف الزمرة الجزئية : 

زمرة بحد  (   )إذا كانت  إنها زمرة جزئٌة من  (   ) نقول عن   مجموعة جزئٌة فً    زمرة و  (   )لتكن 

 ذاتها  .

 مبرهنة :

 فإن الشروط الاتٌة متكافئة :   وغٌر خالٌة فً  مجموعة جزئٌة   زمرة و  (   )لتكن 

 .   زمرة جزئٌة فً     (1

 تحقق الشروط الاتٌة :    (2

                        (a) 

                          (b) 
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3)  

                      

 الاثبات :

  (   ) 

 محققة . a,bزمرة جزئٌة عندئذ الشروط    لنفرض أن 

 (   ) 

 .          فإن    وحسب الشرط           وحسب الفرض         فإن        عندئذ          لٌكن 

 (   )  

 فهً تحوي عنصر على الأقل  ∅  لدٌنا فً الفرض 

            وحسب الفرض        لٌكن  -

   وأن الضرب تجمٌعً على عناصر                فإن :           اصبح لدٌنا        لٌكن  -

        (   )      ومنه حسب الفرض            عندئذ         لٌكن  -

زمرة وبالتالً    (   )مما سبق نجد أن وواضح ان التجمٌعٌة محققة  Gان الضرب عملٌة داخلٌة ل وهذا ٌبٌن    

 .   زمرة جزئٌة فً    (   )

 

 

 انتهت المحاضرة " "


