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تم إعطاء مبرهنتان وملاحظة وبعض التعارٌف مع تمهٌدٌة زورن و موضوعة الاختٌار الذٌن لٌس لهما 

 لهما برهان فلسفً . و إنمابرهان رٌاضً 

 لنبدأ الان 

 مبرهنة :

 مجموعة جزئٌة مرتبة (   )لتكن 

 الاتٌة متكافئة : الشروطإن   

 تحوي عنصر أصغري .   كل مجموعة جزئٌة وغٌر خالٌة فً  الشرط الأصغري : (1

 قضٌة ما θلتكن  مبدأ الاستقراء : (2

a_ تحقق القضٌة    ن جمٌع العناصر الأصغرٌة فً إθ . 

b _ قضٌة لاالمحققة     التً من أجلها       عناصر الإذا كانت جمٌع       ولتكنθ ؤدي الى ان العنصر تa 

 .  θٌحقق القضٌة 

 . θتحقق القضٌة    جمٌع عناصر المجموعة عندئذ 

 شرط انقطاع السلاسل المتناقصة : (3

           على الشكل      سلسة متناقصة من عناصر المجموعة  كل

                                   : ٌحقق   تنقطع أي ٌوجد دلٌل  

 أو              

 البرهان :  

 إذا كاوث : θانقعٍة  قلا جحقانحً    مجمىعة انعىاصر هً    نىفرض ((   )) 

 انمطهىب.ٌحم      (1

   عىصر أصغري ونٍكه    عىدئر وحسة انفرض فإن ٌىجد فً      (2

 . θلا ٌحقق انقعٍة     تانحانً 

 . θلا ٌحقق انقعٍة  َوه Pنٍس أصغرٌا فً  aواٌعا 

 .     وان    تحٍث        ومىه ٌىجد عىصر 

 .θٌحقق انقعٍة   وهرا ٌثٍه ان انعىصر        وتانحانً فإن           

 .    وهرا غٍر ممكه وتانحانً  θٌحقق انقعٍة  aفإن انعىصر  bوحسة انفرض 

 .θجحقق انقعٍة   pان جمٍع عىاصر انمجمىعة  أي
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  ((   ))  

 معرفة تانشكم الاجً :   قعٍة     عهى انمجمىعة نىعرف 

   جثدأ تانعىصر   إذا كاوث كم سهسهة محىاقصة مه عىاصر انمجمىعة    أوه ٌحقق انقعٍة       وقىل عه انعىصر 

  جىقطع

                          عىصر اصغري ونحكه       نٍكه 

 ومىه Pسهسهة محىاقصة مه انعىاصر 

                   

 لاوهم مرجثطٍه .

 .  جحقق انقعٍة   Pصغرٌة فً وهرا ٌثٍه ان انعىاصر الأ

 .   جحقق انقعٍة      )*( انحً لأجهها       ونىفرض أن جمٍع انعىاصر        ونٍكه 

 (1)               ونحكه 

     فإن         عىدئر  aجثدا تانعىصر Pمه عىاصرسهسهة محىاقصة 

          وتانحانً فإن انسهسهة 

 1ومىه انسهسهة انساتقة جىقطع وهرا ٌثٍه ان  *حسة    انري ٌحقق    جثدا تانعىصر  Pسهسهة محىاقصة مه عىاصر 

 .  جحقق انقعٍة   Pوتحسة انفرض فإن جمٍع انعىاصر  َوه   ٌحقق انقعٍة   جىقطع اي ان 

 جحقق شرغ اوقطاع انسلاسم انمحىاقصة .   وتانحانً انمجمىعة 

 

((   )) 

حٍث         ونٍكه  عىصر أصغري يلا جحى   فً    مجمىعة جزئٍة وغٍر خانٍة ونحكه  اوه  جىجد نىفرض جدلا

ونما كان       نٍس عىصر أصغري حٍث      حٍث          وتانحانً ٌىجد    نٍس عىصر أصغري فً     

      فً  نٍس عىصر أصغري    

 وتانحانً       تحٍث         فإوه ٌىجد

                 

    حٍث         ونىفرض اوه جم انحصىل عهى انعىصر 

                   جهه وانري لأ
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وحاتع تهرا انشكم وحصم عهى             تحٍث           فإوه ٌىجد      نٍس اصغرٌا فً    ونما كان 

                         مه انشكم   Pانسهسهة انمحىاقصة مه عىاصر 

 اصغري .لا جحىي عىصر      لا جىقطع وهرا ٌىاقط انفرض وتانحانً لا جىجد  وانحً

_________ 

 مبرهنة :

 جحىي عىصر أصغر .   كم مجمىعة جزئٍة وغٍر خانٍة فً 

 البرهان :

 ومٍز انحالات انحانٍة :   مجمىعة جزئٍة وغٍر خانٍة فً    نحكه 

 .جحىي عىصر أصغر    عىدئر       إذا كان  واجححىي عىصر أصغر   عىدئر      (1

      و           (2

     ( ) +                         *  نىأخر انمجمىعة:   

         كما ان               لان             

وهرا       و ان           عىدئر        عىدئر ٌىجد     فرظىا جدلا أوه وه  اذا لأ 

     ومىه  جىاقط

        فإن       اذا كان       جم اذا كان لأ َوه       تحٍث       وتانحانً ٌىجد عىصر 

 وهرا غٍر ممكه .   وجد ان 

 

                    فإن          ونما كان  

       ونىثرهه أن 

 عىدئد     نىفرض جدلاً ان 

                 

        اي ان 

       

       نفرض أن   

      عندئذ 

(   )   ( نجد :  1نضٌف ونطرح مقدار )  (   ) 

                   وبالتالً فإن 
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        وهذا ٌناقض كون        ϵ    فإن  الفرض وحسب 

 وٌحقق        ومنه فإن 

                

 وهو المطلوب.   فً  هو عنصر أصغر   وهذا ٌبٌن ان العنصر 

________ 

ن كل مجموعة جزئٌة وبما أن كل عنصر أصغر هو عنصر أصغري نجد أ مجموعة مرتبة جزئٌا   Nكون ملاحظة : 

صغري وبالتالً الاعداد الطبٌعٌة تحقق الشرط الأ ن مجموعةتحوي عنصر أصغري وهذا ٌبٌن أ Nوغٌر خالٌة فً 

 السابقة .تحقق الشروط الثلاثة المتكافئ الثلاثة 

 

 متقاربٌن اذا كان    ن نقول إ         مجموعة مرتبطة جزئٌا ولٌكن  (   )لتكن  تعرٌف : 

     أو             

 انها مرتبة كلٌا اذا كان فٌها كل عنصرٌن متقاربٌن.  Pونقول عن المجموعة المرتبة

 مجموعة الأعداد الطبٌعٌة مرتبة كلٌا : مثال :

              

 .مرتبة كلٌا

 +     *  لتكن مثال :  

 ++   * + * + **  ولنأخذ 

 لٌست مرتبة كلٌا .

 تعرٌف :

 :   مجموعة جزئٌة غٌر خالٌة فً   مجموعة مرتبة جزئٌة ولتكن   (   )لتكن  : 

  إذا حققت الشرط :   أنه حد أعلى فً المجموعة       نقول عن العنصر 

                 

  إذا حققت الشرط :   فً المجموعة  ادنى أنه حد       نقول عن العنصر 
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 ملاحظة :

 ؟ الادنىما الفرق بٌن العنصر الأصغر والحد 

 كً ٌتحقق وجوده . Bالعنصر الأصغر : من الضرورة أن ٌنتمً إلى المجموعة 

 كً ٌتحقق وجوده . Bالحد الأدنى :لٌس من الضرورة أن ٌنتمً إلى المجموعة 

 الاكبر و الاعلى.وكذلك الامر بالنسبة للحد 

 

 تمهٌدٌة زورن :

  اعلى غٌر خالٌة ومرتبة كلٌا تملك حد   مجموعة مرتبة جزئٌا إذا كانت كل مجموعة جزئٌة من   (   )لتكن 

 .واحدا على الأقل عنصر اعظمً ) اصغري (  Pٌوجد فً  عندئذ(  ادنى)

 

 مجموعة ما وغٌر خالٌة عندئذ ٌوجد تطبٌق :    لتكنموضوعة الاختٌار : 

   ( )    

 : عندئذ ٌوجد تطبٌق 

       

            ( )                    

 

 انتهت المحاضرة " "

 

 

 


