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 التوابع)الدوال(: اتمتتالي

  ٍنزكI  تعريف:  يجًٕعخ جزئٍخ غٍس خبنٍخ يٍ يجًٕعخ الأعداد انحقٍقخ

 ثزبثع حقٍقً  nثًقبثهخ كم عدد ؼجٍعً يغبٌس نهصفس  عُدْب I يجًٕعخ انزٕاثع انحقٍقخ انًعسفخ عهى Hٔنزكٍ

 Iزٕاثع انحقٍقٍخ)أٔ يززبنٍخ اندٔال انحقٍقٍخ( انًعسفخ عهى فإَّ ٌزى انحصٕل عهى يززبنٍخ ان      ٔنٍكٍ  Hيٍ 

 اَرٍخ:

                       

      ٔحدْب انعبو )أٔ انحد انًَُٕ( ْٕ انزبثع       ٔحدْب انضبًَ ْٕ       ٔانزً حدْب الأٔل ْٕ ربثع 

 تعريف:    ٔ      إَٓب يزقبزثخ  {     }َقٕل عٍ يززبنٍخ انزٕاثع 

 َٔكزت: يٍ انًجبل   إذا ٔفقػ إذا كبَذ يزقبزثخ كًززبنٍخ عددٌخ يٍ أجم جًٍع قٍى 

   
   

           

 ًدزٔسخانًدزٔسخ أٔ أَّ انزبثع انحدي نهًززبنٍخ ان {     }إَّ ربثع انُٓبٌخ نهًززبنٍخ     حٍش ٌقبل عٍ انزبثع  

     يٍ ْرا انزبثع  Iأٔ أَّ َٓبٌخ انًززبنٍخ ٌٔقبل حٍُئرٍ أٌ يززبنٍخ انزٕاثع انًدزٔسخ يزقبزثخ )َقؽٍبً( عهى  

  قد ٌحدس أٌ رزقبزة يززبنٍخ انزٕاثع يٍ أجم ثعط انُقبغ يٍ يجًٕعخ رعسٌفٓب ٔرزجبعد يٍ أجم ملاحظت:

 انجعط اَخس

 يٍ    إَٓب يزجبعدح إذا ٔجدد َقؽخ  {     }َقٕل عٍ انًززبنٍخI  تعريف: {     }ركٌٕ عُدْب انًززبنٍخ 

 يزجبعدح كًززبنٍخ عددٌخ

   
   

         

  إَٓب يزقبزثخ يٍ انعدد انحقٍقً  {  }َقٕل عٍ انًززبنٍخ انعددٌخa تذكرة( تعريف إذا ٔجد نكم(:

|    |ٌ: ثحٍش ٌكٕ      عدد        يٍ أجم:    

        

          ٍتعريف: إذا ٔفقػ نقطياًيزقبزثخ  {     }ركٌٕ     يززبنٍخ رٕاثع حقٍقٍخ يعسفخ عهى  {     }نزك 

            عدد ؼجٍعً      ٔنكم     ٔجد نكم   إذا  

 ثحٍش ٌكٌٕ:         
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         |            |    

 َٔكزت: 

   
   

             

  ملاحظت:  انًأخٕذ ٔثقًٍخ   أي أَّ ٌزعهق ثبنعدد    ٔثزغٍس  فً انحبنخ انعبيخ ٌزغٍس ثزغٍس    إٌ انعدد

 ٔنرنك ًٌكٍ كزبثزّ كبَرً:  Iانًأخٕذح يٍ

            

ٍ ندٌُب يززبنٍخ انزٕاثع  مثال :           [   ]    حٍش  {     }نزك

        
   

         
   

   {
            
                 

 

 ٍخَٔجد أٌ جًٍع حدٔد ْرِ انًززبن [   ]َجد أٌ انًززبنٍخ يزقبزثخ َقؽٍبً عهى 

              

 (   أيب ربثع انُٓبٌخ ْٕ يُقؽع أي )غٍس يسزًس عُد  [   ]  ًْ رٕاثع يسزًسح عهى 

شسغ الاسزًسازتذكرة :  :   𝑥 𝑥0
𝑓 𝑥  𝑓 𝑥   

      حٍش  {     }نزكٍ يززبنٍخ انزٕاثع مثال
 

جد دانخ انُٓبٌخ ْٔم جًٍع أٔ]   ]    ٔ      : 
 حدٔد انًززبنٍخ يسزًسح؟

 :الحم

        
   

         
   

 

   
 {

          
                 

 

فًٓ يزقبزثخ َقؽٍبً , ٔ كًب أَّ َلاحظ أٌ جًٍع حدٔد ْرِ انًززبنٍخ 
 

   
 

أٌ ربثع رٕاثع يسزًسح إلا       

}     انُٓبٌخ 
          

                 
 غٍس يسزًس عُد انصفس 
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ٍ يززبنٍخ انزٕاثع  مثال       حٍش  {     }نزك
 

    
أٔجد دانخ انُٓبٌخ ْٔم جًٍع ]   ]    ٔ   :

 حدٔد انًززبنٍخ يسزًسح؟

 :الحم 

        
   

         
   

 

    
 {

          
                 

 

يٍ انٕاظح أٌ حدٔد ْرِ انًززبنٍخ رٕاثع يسزًسح عهى انًجبل انًعؽى إلا أٌ ربثع انُٓبٌخ غٍس يسزًس عُد  ٔ

 انصفس

 التقارب المنتظم لمتتالية التوابع الحقيقية:

           ٍيززبنٍخ انزٕاثع انحقٍقٍخ انًعسفخ عهى  {     }نزكI تعريف: َٔقٕل أٌ ْرِ انًززبنٍخ يزقبزثخ ثبَزظبو 

 ثحٍش ٌكٌٕ: Nعدد ؼجٍعً     إذا ٔفقػ إذا ٔجد نكم  Iعهى       يٍ انزبثع 

|          |    

    لأجم كم 

كم يززبنٍخ رٕاثع يزقبزثخ ثبَزظبو عهى نتيجتI ٕيزقبزثخ َقؽٍبً عهى رك ٌI  نكٍ نٍس كم يززبنٍخ رٕاثع 

 يزقبزثخ 

 َقؽٍبً ركٌٕ ثبنعسٔزح يزقبزثخ ثبَزظبو.

  إٌ كم يززبنٍخ يزقبزثخ َقؽٍبً ٌكٌٕ رقبزثٓب إيب يُزظًبً أٔ غٍس يُزظى ففً حبنخ انزقبزة انًُزظى ٌزعهق ملاحظت:

ٌكٌٕ صبنح نزحقٍق انًزساجحخ    فإٌ     إذا رى رضجٍذ أي أَّ  Iيٍ   فقػ ٔلا ٌزعهق ثبنُقػ   ثـ    انعدد 

|          |    

أيب فً حبنخ انزقبزة غٍس انًُزظى فلا ٌزحقق يب رى ذكسِ, لأٌ انعدد      حٍش  Iيٍ انًجبل  يٍ اجم كم 

  ٔثبنُقؽخ   ٌزعهق ثـ    

      يززبنٍخ رٕاثع حٍش  {     } مثال
 

  
  ٔ :

   
   

         
   

 

  
                [   [ 

 ( ٌزعهق فقػ ثـ   Nنُضجذ أَٓب يزقبزثخ ثبَزظبو:)أي أٌ         انزبثع انصفسيانًززبنٍخ يزقبزثخ َقؽٍبً يٍ 
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  ٌٕجد     نكم 
 

 
 ثحٍش ٌكٌٕ: 

|          |  |
 

  
  |  |

 

  
| 

 
 

  
 

 

 
 

 

 
                 [   [       

 Iٔيُّ انًززبنٍخ يزقبزثخ ثبَزظبو عهى 

  إذا كبَذ يززبنٍخ انزٕاثع يزقبزثخ ثبَزظبو عهى انًجبلI  ي يجبل جزئً يٍ أفًٓ يزقبزثخ ثبَزظبو عهى ملاحظت:

I 

مثال: حٍش: {     } ٔيززبنٍخ انزٕاثع        ثفسض  

    [   ]                                                           

    [   ]          
   

         
   

     

 ثسجت يب ٌهً :             إٌ 

رسعى    فعُدْب   ٔ  أقم يٍ ٔاحد أٔ ثٍٍ   إذا كبَذ  يحصٕزح يب ثٍٍ انصفس ٔانٕاحد أي   َلاحظ أٌ 

 رسعى نلآَبٌخ )لأَٓب يززبنٍخ  ُْدسٍخ أسبسٓب أصغس رًبيبً يٍ انٕاحد ثبنقًٍخ انًؽهقخ( nنهصفس نًب 

 ٔيُّ انًززبنٍخ يزقبزثخ َقؽٍبً عهى ْرا انًجبل ٔعهى أي جزء يٍ ْرا انًجبل ًْ يزقبزثخ َقؽٍبً أٌعبً.

 انًززبنٍخ يزقبزثخ ثبَزظبو: َهجأ نهزعسٌف: نُضجذ أٌ

  )     ٌٕجد     يٍ أجم كم 
   

   
 ثحٍش ٌكٌٕ: (

|          |  |    |       

      انًحققخ نهًزجبٌُخ : nٔ ثقً نكً أٌ رزقبزة انجحش عٍ 

              

           
   

   
 

 يقداز سبنت)لأَّ يحصٕز ثٍٍ انصفس ٔانٕاحد( َقهت إشبزح انًزساجحخ فٍصجح:    ٔنكٍ ثًب أٌ 



 

5 

  
   

   
 

   

   
             [   ] 

      َٔسٌد رصغٍس انكسس نرنك َكجس انًقبو ٌٔكٌٕ ذنك ثأخر   ٔ  ٌجت أٌ لا ٌٕجد علاقخ ثٍٍ 

  )        أَّ عُديب ٌحقق  عدد     ٌٕجد كم 
   

   
 فإٌ (

|          |  |    |       

 انًززبنٍخ يزقبزثخ ثبَزظبو.

[يعسفخ عهى       حٍش  {     }نزكٍ يززبنٍخ انزٕاثع  من انكتاب مثال محهول ٔفق اَرً: ]         

            {
              | |  

 

 
 

 
             | |  

 

 

 

 )يضلًا( ٔذنك ثًلاحظخ انزبنً:     يٍ أجم  لأَٓب يزجبعدح  إٌ ْرِ انًززبنٍخ يزجبعدح عهى 

   
   

      {
                   | |  

 

 

                 | |  
 

 

 

ركٌٕ  {     }ٔيٍ صى فإٌ يززبنٍخ انزٕاثع          ركٌٕ يزجبعدح لأٌ  {     }أي أٌ انًززبنٍخ انعددٌخ 

  ى يزجبعدح عه

 خواص متتالية التوابع المتقاربة:

(: (هامت) 1مبرهنت)

 عُدئرٍ Iعهى     ٔثفسض أَٓب يزقبزثخ ثبَزظبو يٍ انزبثع  Iيززبنٍخ رٕاثع يعسفخ عهى يجبل  {     }نزكٍ 

  Iكٌٕ أٌعبً يسزًس عهى ٌ     فإٌ انزبثع  Iإذا كبَذ حدٔد ْرِ انًززبنٍخ رٕاثع يسزًسح عهى  (1

  Iٌكٌٕ أٌعبً يحدٔد عهى      فإٌ انزبثع  Iإذا كبَذ حدٔد ْرِ انًززبنٍخ رٕاثع يحدٔدح عهى ( 2

 الإثباث:
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     يزقبزثخ ثبَزظبو فإَّ ٌٕجد عدد ؼجٍعً  {     }ثًب أٌ انًززبنٍخ     ٔنٍكٍ      نٍكٍ (  1

|          |ثحٍش ٌكٌٕ   
 

 
  Iيٍ   ٔيٍ أجم جًٍع قٍى      عُديب  

δٌٕجد       حدٔدْب رٕاثع يسزًسح ٔيُّ يٍ أجم         ٌٔحقق:     ثحٍش ٌكٌٕ    

|            |  
 

 
   |    |           

   
   0

                                

|    |ثحٍش ٌكٌٕ     ٌٕجد     أي يٍ أجم كم     

 فإٌ:

|          |  |                                    | 

 |          |  |            |  |            | 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
   

  يسزًسح عهى      أي      ٔثبنزبنً    يسزًسح فً      أي أٌ اندانخ 

 ثحٍش ٌكٌٕ:     ثسجت انزقبزة انًُزظى ٌٕجد     نٍكٍ ( 2

|          |                                  

    يحدٔدح فإَّ ٌٕجد عدد يٕجت       فإٌ حدٔد انًززبنٍخ      نكٍ 

|     |ثحٍش ٌكٌٕ   عُدئرٍ ٌكٌٕ:  Iيٍ  xيٍ أجم جًٍع قٍى    

|    |  |                |  |          |  |     | 

       

      |    |    

 يحدٔدح.     ٔثبنزبنً دانخ انُٓبٌخ 

 انتهت المحاضرة " "

  نذير تيناوي                                                                        


