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 الزمر الجزئية الناظمية

 تعريف :

 :إذا كانت   نقول عن الزمرة الجزئٌة أنها ناظمٌة فً    زمرة جزئٌة فً    زمرة و    لتكن 

                     

 ٌنتج مباشرة من التعرٌف :

 .  زمرة جزئٌة ناظمٌة فً      و  فإن كلا من   لأجل أٌة زمرة  (1

 زمرة تبدٌلٌة تكون ناظمٌة . منكل زمرة جزئٌة  (2

 تمهيدية :

 فإن الشروط الاتٌة متكافئة :  زمرة جزئٌة فً   زمرة و    لتكن 

 .   ناظمٌة فً    الزمرة الجزئٌة  (1

2)                                                     

3)                                                    

 الاثبات :

 عندئذ فحسب التعرٌف فإن :  ناظمٌة فً    لنفرض أن الزمرة الجزئٌة  ((      

                       

                                                            

                                            لنفرض أن ((         

     (          فإن         ولما كان 

          فإن 

                                           لنفرض أن ((       

 ٌجب إثبات أن :   زمرة جزئٌة ناظمٌة فً    لإثبات أن 

                       

      فإن       عندئذ ٌوجد        لٌكن 
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  ⏟            (بالمحاٌد    ضربنا )
محاٌد

 

         )        )        )⏟          
(حسب    

        

       

 والان لنثبت الاحتواء المعاكس :

  ومنه       حٌث       عندئذ       لٌكن 

           ⏟  
محاٌد

                 )      

       

   ومنه الزمرة الجزئٌة ناظمٌة فً         نجد أن  الاحتواءٌنومن 

 مبرهنة :

 زمرة فإن القضاٌا التالٌة صحٌحة :  لتكن 

 .  هو زمرة جزئٌة ناظمٌة فً    تقاطع أي أسرة من الزمرة الجزئٌة الناظمٌة فً  (1

    ناظمٌة فً  (   الزمرة الجزئٌة    (2

 .   تكون ناظمٌة فً    عندئذ   ناظمٌة فً   إذا كانت     بحٌث   زمرة جزئٌة فً      لتكن  (3

(     لأجلها  زمرة جزئٌة فً   لتكن  (4  .   ناظمٌة فً    عندئذ تكون الزمرة الجزئٌة     

 الاثبات :

وجدنا     أسرة من الزمر الجزئٌة الناظمٌة فً مجموعة ما و قابلة للعد ((   )) حٌث     حٌث    لتكن  (1

 Gزمرة جزئٌة فً        سابقا ان 

  (        ولنبرهن أن        ولٌكن 
 (  ة)طبقنا الشرط الثانً بالتمهٌدٌة السابق             

             لٌكن 
       فإن               نهمو         بحٌث             عندئذ ٌوجد     

 فإن  ناظمٌة فً    ولما كانت الزمرة الجزئٌة 

               
       

 . ناظمٌة فً        وبالتالً فإن الزمرة الجزئٌة          ومنه فإن    

  زمرة جزئٌة فً  (    نثبت أن بداٌة أن علٌنا   ناظمٌة فً  (   قبل إثبات أن  (2
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 و تعرف كما ٌلً : Gبمركز الزمرة تدعى تشكل زمرة جزئٌة تبدٌلٌة وتسمى (    

   )                                     

     (         (     ولنبرهن على أن       لٌكن 

 عندئذ     (         لٌكن 

                                  ) 

                 ⏞    
 فإنه حسب تعرٌف(   

        ) 

 .   ناظمٌة فً   (   ومنه 

 عندئذ   ناظمٌة فً    لنفرض أنو    بحٌث   زمر جزئٌة فً     لتكن  (3

                                   

 نجد  هو عنصر فً     ولما كان كل 

                                             
 ((      فإن       )) لكون أن كل  .  واظميت في   وبالتالي 

 

(    أن   زمرة جزئٌة فً   لتكن  (4 المرافقات وبالتالً ٌوجد  عدد ٌدل على    أي أن الدلٌل    

 أي :             مولدة بعنصر مختلف عن المحاٌد أي أن      و  فقط هما   للزمرة مرافقتٌن 

   المرافقتٌن الٌسارٌتٌن الوحٌدتٌن فً         

 نمٌز حالتٌن :

 منه فهً ناظمٌة .و        عندئذ     اذا كان  (1

 عندئذ     اذا كان  (2

          

 .منه فهً ناظمٌةو((  Gتشكلان تجزئة لـ      ))لأن  

 ملاحظة قبل البدء بالمبرهنة :

(a   ه إذا كانهذا لا ٌعنً أن جداء العناصر تبدٌلً أي أنتبدٌلً ف    إذا كان جداء مجموعتٌن مثل 

 عندئذٍ:                             

}     فإن     
    
     

     ̿  )) أي أنه قد تتحقق المساواة و قد لا تتحقق ... ((     
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  (b  ًجداء المجموعات تبدٌلً .  أما إذا كان جداء العناصر تبدٌل 

 مبرهنة :

 فإن الشروط الاتٌة متكافئة :   جزئٌة فً  زمر    زمرة و    لتكن 

 .  هو زمرة جزئٌة فً      الجداء  (1

2)              

 )) التبدٌلٌة لجداء المجموعات و لٌس لجداء العناصر كم ذكرنا قبل قلٌل((             (3

لاثبات  :ا

 عندئذ :   زمرة جزئٌة فً      الجداء لنفرض أن((      

                 حٌث       حٌث           لٌكن 

                   

                   

            ومنه              وبالتالً 

 لنثبت الاحتواء المعاكس 

⏞              حسب تعرٌف جداء المجموعات 
   

            

⏞              حسب تعرٌف جداء المجموعات 
   

            

          وبالتالً            ,          أي أن 

 أي :    والزمرة المولدة بالاجتماع أصغر زمرة تحوي 

           

 .            ومنه فإن 

            نجد:        الاحتواءٌنومن 

            لنفرض أن ((      

كوننا لم نثبت زمرة . بالضرورة لٌست      زمرة ولكن     ؟ هذا ٌبٌن أن            ماذا ٌعنً أن 

 ((ذلك بعد و لذا سنعاملها معاملة أي مجموعة رٌثما نثبت أنها زمرة
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 )) عندها نكون أثبتنا أنها زمرة ((           لنبرهن أن   

 وحسب تعرٌف الجداء فإن:          زمرة جزئٌة فإن     كون عندئذ و        لٌكن 

                                 

      )       )                 

           ومنه                و            حٌث 

 الاحتواء المعاكس :

 ومنه                       حٌث              عندئذ         

                        

                        

         وبالتالً                       ومنه فإن 

 .          وجد :   الاحتواءيهومه 

   زمرة جسئيت في      وبرهه أن و           لىفرض ان((      

⏞   ليستا خاليتيه فالجداء ليس خالي      بما أن 
  

  ⏞
  

        

 عىدئر :          ليكه 

        

        

            و                      حيث : 

(                   ومىه فإن   
            

    
  )     ⏟            

  

 

     لديىا 
     

     ومىه            
     

        و            حيث         

  وبالتالي 

                    

 .   زمرة جسئيت في      ومىه              أي أن 



   الفصل الأول                         1البنى الجبرية                                    السنة الثانية

   

 

6 

 مبرهنة :

 عىدئر :   واظميت في   إذا كاوت   زمر جسئيت في     زمرة  و     لتكه 

   زمرة جسئيت في       (1
2)              
3)             

∅ واضح أن (   1: الاثبات  عندئذ وحسب تعرٌف جداء المجموعات فإن :          وليكه         

                        
                          

(               ومنه             
         

     
   

          
     ⏟    
المحايد

   
     

             

     فإن   ناظمٌة فً    بما أن الزمرة الجزئٌة 
     

              
       

     لنفرض أن 
     

 ولنعوض                

            
          

     ⏟    
المحايد

     
      

        فإن  ناظمٌة فً    بما أن الزمرة الجزئٌة 
              

       

       لنفرض أن 
 ولنعوض                

          
  ⏟    

  

      ⏟  
  

       

 .   زمرة زمرة جزئٌة فً     ومنه 

 ( .1السابقة واعتمادا على )ٌنتج مباشرة من المبرهنة  3و2

 انتهت المحاضرة " "


