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 مبرهنة :

 فإن القضاٌا التالٌة متكافئة :      أي أن        زمرة دوارة مولدة بالعنصر    لتكن 

 منتهٌة .   الزمرة  (1

 .    وأن        بحٌث        ٌوجد فً  (2

 بحٌث :       ٌوجد فً  (3

  *                + 

 . ن هذه العناصر مختلفة مثنى مثنىوأ

 الاثبات :

  (𝟐 ⟵ لٌس متباٌن ))لأنه لو كان   على المبرهنة السابقة نجد أن التطبٌق  زمرة منتهٌة اعتمادا     بفرض أن 𝟏 )

 غٌر منتهٌة ((    متباٌن لكانت 

                    غٌر متباٌن عندئذ    إن 

غٌر  Gمتباٌن وبالتالً  fٌنتج ان     فإن      ٌحققان          كلجل لأنه اذا كان لأ    وان 

  منتهٌة وهذا تناقض

  (𝟑 ⟵ ( أٌضا لدٌنا    لنفرض أن       و     بحٌث         ٌوجد لنفرض انه 𝟐

 ((     ))لأن                               

         +                 *  لنأخذ المجموعة

      وأن    هً تحوي عنصر أصغر ولٌكن و بالتالً و     بسبب أنلٌست خالٌة    وجدنا ان 

 و غٌر خالٌة( N)لأنها مجموعة جزئٌة فً 

 +                * لنأخذ المجموعة :

+                *ن لنبرهن أو    

*                +  وضوحا                   إن               

 ولنثبت الاحتواء المعاكس

 عندئذ :       لٌكن  

                 

         وحسب خوارزمٌة القسمة ٌوجد 
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                  (  ) ⏟  
  

         *                + 

  *                + 

    *                +    منتهٌة  

 نه ٌوجدأ جدلا لنفرضأما لكً نثبت أن عناصر المجموعة السابقة مختلفة مثنى مثنى 

         

 .         هذا ٌعطً ف     إذا أن  و       ن وأ      وأن 

⏟                       وهذا ٌعطً     بمقلوب         طرفً العلاقة نضرب ل
 موجب

    

فإن     حٌث الأسس فٌها بٌن الصفر والـ    كوننا أخذناهما من المجموعة   منهما أصغر من كل    )))حٌث 

       .))) 

هو العنصر   وهذا غٌر ممكن لأننا اخترنا        لأجله    عدد طبٌعً وأصغر من    أنه وجد إذا  نلاحظ 

    عنصر أصغر فً    ٌناقض كون هذا لذلك      والتً لأجلها  الصحٌحة الموجبةالأصغر فً مجموعة الأعداد 

 مختلفة مثنى مثنى +                *وبالتالً عناصر 

 (𝟏 ⟵ ( عنصر ومنه فهً منتهٌة  Kتحوي    Gواضح  لان 𝟑

 تعريف:

ونرمز له      بمرتبة العنصر      لأجله   موجب  نسمً أصغر عدد صحٌح      زمرة و    لٌكن 

 ( )                 العامة , ولكن عندما  حالة الفً هذا و   

( ) مرتبة لانهائٌة ونرمز لذلك   نقول ان للعنصر    . 

ولا ٌدل هذا الرمز على اللانهاٌة التً نتعامل معها فً  لا ٌوجد عدد صحٌح موجب لأجله المساواة صحٌحة   )) معنى

 (( التحلٌل و المواد الأخرى

أمثلة  ”"   عملٌة الضرب بالمقاس "": 

 وهً : (  )لنأخذ زمرة الضرب بالمقاس 
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    *                  + 

 ( )    

لأجله  عندما نحصل على أصغر عدد موجب و العنصر نوجد كل القوى الموجبة مرتبة تتعلق بقوة ال:1) ملاحظة ) 

 المرتبة تساوي الأس  فإن      

                                               ( )           

 4وبالتالً بالمرتبة هً  4وكان الاس هو  1المحاٌد فمثلا هنا حصلنا على  .

                       ( )       

                                             ( )       

 باقً العناصر (  حاول من أجل)

:(  فً الزمر المنتهٌة جمٌع العناصر لها رتبة .  2)  ملاحظة 

: ( .      معٌة فإن    بحالة الزمرة كانت ج  3)ملاحظة

 بحالة الزمر جمعية :أمثلة 

   *           + 

( ) حٌث       

                              
                              
                         
               
               
               
 ( )     ( )     ( )     ( )     ( )    

 مثال :   

 نجد أن كل عنصر مغاٌر للصفر مرتبته غٌر منتهٌة  (   )فً زمرة الأعداد الصحٌحة 

                  فإن              

 إن كل عنصر من هذه العناصر مغاٌر للصفر .
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      ٌحقق هذه المساواه من اجل اٌا كان     ٌوجد   لا 

 نحصل من خلاله على المحاٌد ))الصفر(( . ( )أي أنه لا ٌوجد عدد صحٌح مغاٌر للصفر ٌمكن ضربه بـ 

 وبالتالً

 ( )            * + 

  

 مبرهنة : ))دراسة بعض الخواص لمرتبة العنصر ((

( ) مرتبته        زمرة  و     لتكن   عندئذ :  

1)   (   )    ( )            (   )     

(  )       فإن                     (2   (    )  

 .  ٌقسم    فإن        بحٌث         إذا وجد  (3

 ) فإن  nٌقسم  tلأجل أي عدد صحٌح موجب  (4
 

 )    

( )   فإن       اذا كان  (5  (   )   

 الاثبات :

 ومنه      ومنه      لدٌنا  (1

بحٌث     ولٌكن أصغر عدد صحٌح موجب ٌحق المساواة السابقة  nو بقً أن نثبت أن    (   )  

    وبالتالً       وبالتالً        ومنه   (   )  

(   )       ومنه     

 

             لٌكن  (2

         من الٌمٌن نحصل على       نضرب بمقلوب 

 (  )   (   )   (    ) 

 نجد أن      وحسب خوارزمٌة القسمة لأجل       بحٌث      لٌكن  (3

                             

       

 كما أن :       عندئذ      لنفرض جدلا أن ,      لنبرهن ان 

                  (  )          
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( ) ٌحقق هذه المساواة كون     وهذا ٌناقض لأنه لا ٌوجد عدد صحٌح موجب أصغر من      ومنه    

 .     وبالتالً 

           وبالتالً     ٌقسم    وأن      لٌكن  (4
 

 
   

      
   
  ( 

 
 )     

 

 
   

 ) وان 
 

 )                 لآنه   

لأن 
   

 
      ((

 

 
 ٌوجد عدد أصغر منه ٌحقق المساواة ومنه فإن نه لالأوهذا غٌر ممكن ((   

 ( 
 
 )    

 

 +           *                                                نإ   (5

 *            +           

(   )وهذا ٌبٌن أن     

 مبرهنة :

))هذه المبرهنة تعطينا الشرط الازم والكافي كي تكون عناصر الزمرة الدوارة المنتوية مولدات لوا(( 

   مرتبتها       أي أن    زمرة دوارة مولدة بالعنصر    لتكن  النص :

 متكافئة :الشروط الاتٌة 

       حٌث         (1

2)    (   )    

 الاثبات :

(𝟐 ← (   )   ولنفرض جدلا أن        لنفرض أن 𝟏 حٌث         عندئذ ٌوجد       )

             و       : 

                   حٌث              

(  )  (   )       (   )  (  )    

 

 وهذا ٌناقض الفرض ومنه         G ـوبالتالً لن ٌكون مولد ل nاصغر من   tو ا  عنصر  tسنحصل الان على 

   (   )    
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 (𝟏 ← (   )   لنفرض أن 𝟐 ( بحٌث:        عندئذ ٌوجد    

 .       نبرهن أن ول           

                        

         (  )  (  ) ⏟  
 

 (  )       

               

               

 

ومنه   أصغر زمرة تحوي      ووجدنا    أصغر زمرة تحوي     كون             لانه 

 الاحتواء محقق .

       من جهة أخرى 

               حٌث أصغر زمرة تحوي          ولدٌنا 

 .                حتوائٌن نجد ومن الإ

 انتهت المحاضرة " "

 


