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 زهن ها هز هعنا في الوحاضزة السابقتتببعض الأهثلت التي دأ لنب

 مثال:

𝑓𝑛 𝑥 =
1

𝑛𝑥 + 1
                  𝐼 = [0,∞[ 

    =    
   

     =    
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  + 1
= {
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=    فٓٙ أٚضاً يرقاستح َقغٛاً يٍ انراتغ انصفش٘  0 

|          |         إرا كاٌ انششط  = يحقق ذكٌٕ ػُذْا انًررانٛح  ]∞,0]         0

 ( ٔاٌٜ نُشٖ إرا كاٌ انششط يحقق أو لا.4حسة انًثشُْح)يٍ انراتغ انصفش٘ يرقاستح تاَرظاو 

   
   

   |          | =    
   

   |
1

  + 1
| = 1  0 

 ٔتانرانٙ انًررانٛح غٛش يرقاستح تاَرظاو لأٌ:

   
   

   |          |  0 

   |
1

  + 1
| = 1 

 مثال:

𝑓𝑛 𝑥 =
𝑛𝑥

1 + 𝑛2𝑥2
             𝐼 = [0,1  ]

 ذاتغ انُٓاٚح:
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 (4حسة انًثشُْح )يٍ انراتغ انصفش٘ ٔتانرانٙ انًررانٛح غٛش يرقاستح تاَرظاو 

,      يررانٛح انرٕاتغ حذٔدْا              2    , , تعزيف:      

       َسًٙ يجًٕع ْزِ انحذٔد انلآَائٙ تًرسهسهح ذٕاتغ 

∑     =      +  2   +  +      +  

 

   

 

 انحذ انَُٕٙ )انؼاو( نٓزِ انًرسهسهح.      انحذ الأٔل نٓزِ انًرسهسهح ٔٚسًٗ       ٔٚسًٗ 

∑نركٍ        
 
اٜذٛح يررانٛح  {     }ذسًٗ يررانٛح انرٕاتغ   يرسهسهح ذٕاتغ يؼشفح ػهٗ يجال     تعزيف:

∑انًجايٛغ انجضئٛح نهًرسهسهح       
 
 : ػهٗ     

     =      ,  2   =      +  2   ,      =      +  2   +       

 ,      =      +  2   +      +  +       

 تعزيف التقارب النقطي لوتسلسلت التوابع:
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∑َقٕل ػٍ يرسهسهح انرٕاتغ       
 
أَٓا يرقاستح َقغٛاً إرا ٔفقظ إرا كاَد يررانٛح يجايٛؼٓا   انًؼشفح ػهٗ     

 يرقاستح َقغٛاً.      انجضئٛح 

 َكرة:

   
   

     =      

 نًرسهسهح انرٕاتغ انًذسٔسح  تراتغ انًجًٕع ػهٗ      ػُذئزٍ ٚسًٗ انراتغ 

∑     

 

   

=    
   

     =                      

 تعزيف التقارب بانتظام لوتسلسلت التوابع:

∑َقٕل ػٍ انًرسهسهح       
 
إرا ٔفقظ إرا كاَد يررانٛح يجايٛؼٓا انجضئٛح   أَٓا يرقاستح تاَرظاو ػهٗ     

 .  يرقاستح ػهٗ 

 نتائج:

∑إرا كاَد انًرسهسهح  (1      
 
  فإَٓا يرقاستح  َقغٛاً ػهٗ   يرقاستح تاَرظاو ػهٗ     

 ∞  ٚسؼٗ نهصفش ػُذيا       فإٌ حذْا انؼاو   إرا كاَد انًرسهسهح يرقاستح َقغٛاً)أٔ تاَرظاو( ػهٗ ( 2

     =               

    
   

     =    
   

         
   

       =          = 0 

∑إٌ ْزِ انُرٛجح ذؼغٙ ششعاً لاصياً نهرقاسب ٔنكُّ غٛش كافٍ، فًثلًا تأخز يرسهسهح انرٕاتغ       
 
انرٙ حذْا     

=     انؼاو ْٕ 
 

 
∑ فإٌ 

 

 

 
 ؼٗ إنٗ انراتغ انصفش٘.تانشغى يٍ كٌٕ انحذ انؼاو ٚسيرثاػذج     

ٚح انًرسهسهح أٔ أضفُا ػذد يُرٓٙ يٍ انحذٔد إنٗ تذاٚح نًرسهسهح فإَٓا لا ذرغٛش إرا حزفُا ػذد يٍ انحذٔد يٍ تذا( 3

 يٍ حٛث ذثاػذْا أٔ ذقاستٓا نكٍ ٚرغٛش يجًٕػٓا.

 إرا كاٌ انحذ انؼاو نًرسهسهح ٚسؼٗ إنٗ ذاتغ غٛش انراتغ انصفش٘ فإٌ انًرسهسهح يرثاػذج. (4

نًرسهسهح ذٕاتغ ػهٗ يجال فإٌ يرسهسهح انرٕاتغ ْزِ ذكٌٕ  {     }إرا ذثاػذخ يررانٛح انًجايٛغ انجضئٛح ( 5

 يرثاػذج.

هنطقت انرٙ ذكٌٕ ػُذْا انًرسهسهح يرقاستح َسًٛٓا يجًٕػح قٛى انًرسهسهح انًرقاستح أٔ   يٍ   إٌ جًٛغ انقٛى  (6

 التقارب لهذه الوتسلسلت.
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 (:1مثال)

∑ 𝑥𝑛 = 1 + 𝑥 + 𝑥2 +  + 𝑥𝑛 + 

 

𝑛 0

 

= ْٙ يرسهسهح ُْذسٛح حذْا الأٔل  = ٔأساسٓا  1    

| |انششط انلاصو ٔانكافٙ نرقاستٓا ْٕ  [=   أ٘  1   1,1[ 

[فًُغقح ذقاستٓا ْٙ انًجال   1,1[ 

∑َأخز انًرسهسهح          =  2 +   +  +   +  
  2 

| |يرقاستح يٍ أجم   1 

 يجًٕع انًرسهسهح 

∑     

 

   

 

 تذكرة:

     =  
1      

1   
 

 ْٕ انحذ الأٔل.  ْٕ الأساط ٔ   حٛث 

:تانؼٕدج إنٗ انًثال انساتق 

     =
1      

1   
     =

1

1   
 

 ٚسؼٗ نهصفش.     نلآَاٚح ْزا انًقذاس   ػُذيا ذسؼٗ انـ لأَّ 

∑يجًٕع انًرسهسهح  ػهّٛ ٚكٌٕٔ  𝑥𝑛
 

𝑛 
 ْ ٕ =

  

   
 

2

| |انًرسهسهرٍٛ يرقاسترٍٛ يٍ أجم  نكٍ يجًٕػٓا يخرهف ٔتًلاحظح أٌ ْزِ انًرسهسهح ذُرج يٍ انًرسهسهح  1 

∑    
ٔذاتغ يجًٕػٓا ذغٛش ػٍ ذاتغ يجًٕع   تؼذ حزف حذٚٓا الأٔل ٔانثاَٙ إلا أَٓا تقٛد يرقاستح ػهٗ  0  

∑انًرسهسهح     
  0 
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 (:2مثال)

∑أٔجذ يُغقح ذقاسب انًرسهسهح ٔادسط ذقاستٓا  𝑥𝑛 1  𝑥 
 

𝑛 
  انًؼشفح ػهٗ  

 

 َأخز يررانٛح يجايٛؼٓا انجضئٛح ثى َشٖ يجال انرقاسب.

     = ∑        

 

   

 

= يٍ أجم   2   ذؼغُٛا    1

= يٍ أجم  2 ذؼغُٛا   2     

= يٍ أجم          ُا ذؼغٛ 1  

 أ٘:

     =     2 +   2     + +          +           

      =        

 ٔاٌٜ َأخز َٓاٚح يررانٛح انًجايٛغ انجضئٛح:

   
   

     =    
   

        =      
   

     

=

{
 
 

 
 
0                                      = 1
0                                       = 0
                                    | |  1
 ∞                                   1

جيٕجٕد 1                      غٛش 

 

| |يُغقح ذقاسب ْزِ انًرسهسهح ْٙ   1   ٔ = [أٔ  1  1,1] 

 

 ذاتغ انًجًٕع ْٕ:ٔ 

    = {
0                      = 1
                     | |  1

 

= ذاتغ غٛش يسرًش لأَّ ٚؼاَٙ يٍ اَقغاع ػُذ انُقغح  ػهٗ ْزا انًجال ٔتانرانٙ انًرسهسهح يرقاستح َقغٛاً ػهٗ  1

[انًجال       يٍ  [1,1 
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∑ٚقال ػٍ يرسهسهح ذٕاتغ        
 
إرا كاَد ْزِ   أَٓا يرقاستح َقغٛاً ػهٗ انًجال   انًؼشفح ػهٗ      تعزيف:

 . يٍ   كم َقغح انًرسهسهح يرقاستح كًرسهسهح ػذدٚح يٍ أجم 

 مثال:
= تٍٛ إرا كاَد يرسهسهح انرٕاتغ اٜذٛح يرقاستح َقغٛاً ػهٗ  [0,1] 

1

𝑥 + 1
 

1

 𝑥 + 1  𝑥 + 2 
 

1

 𝑥 + 2  𝑥 + 3 
   

 الحل:

     =
1

 + 1
 (

1

 + 1
 

1

 + 2
)  (

1

 + 2
 

1

 + 3
)  (

1

 +   1
 

1

 +  
) 

=
1

 +  
 

 ٔاٌٜ َأخز َٓاٚح يررانٛح انًجايٛغ انجضئٛح:

   
   

     =    
   

1

 +   
= 0 

 ٔتانرانٙ انًرسهسهح يرقاستح َقغٛاً يٍ انراتغ انصفش٘.

 ؟[0,1]هسهح يرقاستح تاَرظاو ػهٗ انًجال ْم ْزِ انًرس

0ٕٚجذ ػذد      0         
 

 
 تحٛث ٚكٌٕ: 

|          | = |
1

 +  
| =

1

 +  
 

1

 
   

َجذ أٌ يررانٛح انًجايٛغ انجضئٛح يرقاستح تاَرظاو أ٘ انًرسهسهح   ٔيسرقم ػٍ   يشذثظ فقظ تـ   ٔتًلاحظح أٌ 

 [0,1]ػهٗ  يرقاستح تاَرظاو

 :مثال 

∑نًرسهسهح يُغقح ذقاسب اأٔجذ   
𝑥  

𝑥  
 
𝑛

 

𝑛 
  {1 }  انًؼشفح ػهٗ  
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 :الحل 

|أٌ انًرسهسهح انًؼغاج يرسهسهح ُْذسٛح ذرقاسب ػُذيا ٔ فقظ ػُذيا ٚكٌٕ َلاحظ 
   

   
|  1  

+ | غٛش انسانة ٔ نُضشب انغشفٍٛ تانًقذاس |1  |فُٛرج أٌ :  |1  | +  : ْٔزا ٚكافئ قٕنُا أٌ |1

 | + 1|    1  | + 1|      

 نًُٛض حانرٍٛ :ُْا ٔ 

+ كاٌ إرا  -1 1 + |:  ػُذئزٍ 1    أ٘ 0  1| =  + ٔ تانرانٙ انًرشاجحح انساتقح ذكرة  1

 تانشكم :

   1    1   + 1 

ٍّ انًرشاجحح ٔ  1   نك  x>0ذرحقق ػُذيا ٔ فقظ ػُذيا  1   

1  اجحح انًرشٔ    + 1  انًرشاجحح كَٕٓا ذكافئ xيٍ أجم جًٛغ قٛى ذرحقق  1  1  

يٍ أجم ( يحققح 1)*( فٙ حانرُا ) انًرشاجحح ح َجذ أٌتأخز ذقاعغ يجًٕػاخ انحهٕل انساتقٔ 

    

+ كاٌ إرا  -2 1 + |:  ػُذئزٍ 1    أ٘ 0  1| = ٔ تانرانٙ انًرشاجحح انساتقح ذكرة  1   

 تانشكم :

 + 1    1     1 

ٍّ انًرشاجحح ٔ  1  نك  x<0ذرحقق ػُذيا ٔ فقظ ػُذيا  1    

+ اجحح انًرشٔ  1   ∅يجًٕػح حهٕنٓا  1   

 غيز هحققت أبداً ( 2)*( فٙ حانرُا ) انًرشاجحح ح َجذ أٌتأخز ذقاعغ يجًٕػاخ انحهٕل انساتقٔ 

,0[أٔ ْٙ انًجال  0  ػهّٛ ذكٌٕ يُغقح انرقاسب ْٙ جًٛغ قٛى ٔ  +∞[ 

 انتهت المحاضرة " "

  نذير تيناوي                                                                        

 


