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التكاملات المعتلة من النوع الثاني:  

∫نُفشض أٌ       تاتع يعشف عهى      نٍكٍ         
 

 
انتً تحقق انششط   يٕجٕد يٍ أجم كم قٍى  

 َسًً انتكايم انًعتم يٍ انُٕع انثاًَ :       ٔ      

 

   
    

∫        
 

 

 ∫        
 

  
 

 فإرا كاَت انُٓاٌح انساتقح يٕجٕدج ٔ يحذٔدج ٌكٌٕ انتكايم يتقاستاً ٔ قًٍتّ تسأي قًٍح انُٓاٌح انساتقح 

 أيا إرا كاَت انُٓاٌح غٍش يٕجٕدج أٔ غٍش يحذٔدج فٍكٌٕ يتثاعذاً 

 فانتكايم انًعتم يٍ انُٕع انثاًَ ْٕ :      يعشفاً عهى انًجال      أيا إرا كاٌ -

   
    

∫        
 

 

 ∫        
  

 

 

 فإرا كاَت انُٓاٌح انساتقح يٕجٕدج ٔ يحذٔدج ٌكٌٕ انتكايم يتقاستاً ٔ قًٍتّ تسأي قًٍح انُٓاٌح انساتقح 

 أيا إرا كاَت انُٓاٌح غٍش يٕجٕدج أٔ غٍش يحذٔدج فٍكٌٕ يتثاعذاً 

 عُذئزٍ:      يعشف عهى انًجال      ٔ فً حال كاٌ -

   
    

    

∫        
 

 

 ∫        
  

  
              

∫عُذئزٍ ٌشد انتكايم       يعشف عهى      ٔ أخٍشاً إرا كاٌ -       
 

 
إنى تكايهٍٍ أحذًْا يعتم يٍ  

 انُٕع الأٔل ٔ اَخش يعتم يٍ انُٕع انثاًَ كًا ٌهً :

∫       

 

 

 ∫      

 

 

 ∫       

 

 

 

 اًَ ٔ اَخش يعتم يٍ انُٕع الأٔل.فُٓا جضئُا انتكايم إنى يجًٕع تكايهٍٍ أٔنًٓا يعتم يٍ انُٕع انث

 ادسط تقاسب انتكايم :

  ∫          
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 نزنك ًْ َقظ شارج    سٍصثح نذٌُا       لأَّ عُذيا تكٌٕ َقطح شارج  x=0َلاحظ أٌ 

 ٔ أٌ انتكايم انًعطى ٌكتة تانشكم :

  ∫          

 

  

 ∫          

 

  

 ∫          

  

 

 

∫ٔجذَا ساتقاً أٌ  انتكايم           
 

 
يتقاسب لأَّ نٕ طثقُا يعٍاس َٓاٌح انُسثح نهتكايم انساتق يع انتكايم  

∫
 

    
 

 
 فُجذ : 

   
   

       

    
    

   

    

  
   

∫ٔ نًا كاٌ انتكايم 
 

    
 

 
∫يتقاسب ٌكٌٕ انتكايم            

 

 
 يتقاستاً  

∫تقً نكً ٌتقاسب انتكايم انًعطى أٌ َذسط تقاسب تكايم          
 

  
 :كًا ٌهً   

  نُضع 
 

 
    عُذئزٍ  

  

        ٔ         كًا أٌ    

 ∫          

 

  

  ∫ 
 (

 
 )

(
 

 
)

     

  

 

 

 ∫  
 (

 
 )

       

 

 

 

إٌ انتاتع انًكايم ُْا ٌكتة تانشكم 
 

 
 
        

∫ٔ نُطثق َعٍاس َٓاٌح انُسثح يع انتكايم  
 

      
 

 
 فُجذ أٌ : 

   
   

 

 
 
        

 
    

    
   

 

 
 
 

     

∫ٔ نًا كاٌ انتكايم 
 

      
 

 
∫يتقاستاً )) يٍ انشكم  

 

    
 

 
فإٌ  ((    

∫انتكايم  
 (

 

 
)
       

 

 
 يتقاسب   

∫  يًا سثق َخهص إلا أٌ انتكايم           
 

 .يتقاسب  
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∫  ادسط تقاسب انتكايم 
  

√    

 

  
  

 َلاحظ أٌ انتكايم انًعطى ٌعاًَ اَقطاعاً عُذ طشفً انًجال ٔ تانتانً نُقسًّ إنى تكايهٍٍ كًا ٌهً :

  ∫
  

√    

 

  

 ∫
  

√    

 

 

 

    
   

( ∫
  

√    

 

  

 ∫
  

√    

 

 

)     
   

(           
            

 ) 

    
   

                        ( ( 
 

 
)  

 

 
)    

 

 لتكاملات المعتلة من النوع الثاني:معايير تقارب ا

∫نٍكٍ انتكايم ( 1        
 

 
       ٔأٌ       انتً تحقق انششط   يٕجٕد يٍ أجم كم قٍى  

      عُذيا 

∫انششط انلاصو ٔانكافً نتقاسب انتكايم         
 

    ْٕ أٌ ٌٕجذ عذد ثاتت    

 تحٍث ٌكٌٕ:

∫        
 

 

   

      انزي ٌحقق انششط   ٔرنك أٌاً كاٌ 

∫تفشض أٌ انتكايهٍٍ ( 2        
 

 
  ٔ∫        

 

 
  يٕجٕداٌ يٍ اجم جًٍع قٍى  

      انتً تحقق انششط 

      عُذيا        ٔ        ٔأٌ 

∫فإٌ تقاسب       يٍ   أٌاً كاٌ             تحٍث ٌكٌٕ   فإرا ٔجذ عذد يٕجة يثم         
 

   

∫ٌقتضً تقاسب         
 

 كًا ٌكٌٕ:   
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∫        
 

  
   ∫        

 

  
 

∫تفشض أٌ انتكايهٍٍ ( 3        
 

 
  ٔ∫        

 

 
  يٕجٕداٌ يٍ أجم جًٍع قٍى  

       ٔ        حٍث       انًحققح نهششط 

 ٔتحقق:      عُذيا 

   
    

    

    
   

∫فإٌ انتكايهٍٍ     فإرا كاٌ         
 

    ٔ∫        
 

 يٍ َٕع ٔاحذ أي ٌتقاستاٌ يعاً أٔ ٌتثاعذاٌ يعاً.   

∫فإٌ تقاسب     ٔإرا كاٌ         
 

∫ٌقتضً تقاسب انتكايم            
 

    

ًْ َقطح شارج    )    غٍش يحذٔد عُذ انُقطح      ٔكاٌ      تاتع أصهً نهتاتع      إرا كاٌ   ملاحظة:

 (    نـ 

∫        
 

 

 ∫        
 

  
         

  

            

 )يٕجٕد ٔيحذٔد( فإٌ انتكايم يٕجٕد)يتقاسب(  يعشف      إرا كاٌ 

 غٍش يٕجٕدج عُذ ْزِ انُقطح ٌكٌٕ انتكايم يتثاعذ.      ٔإرا كاٌ 

 مثال:

  ∫
  

√ 
 

 

 

 

      
 

√ 
 ًْ َقطح شارج نهتاتع )أي غٍش يستًش عُذْا(    َلاحظ أٌ   

     ٔاٌَ نُٕجذ انتاتع الأصهً نـ 

∫
  

√ 
 

 

 

 ∫   
 
 

 

 

    [
 

 
  

 
 ]
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     انتاتع الأصهً ْٕ 
 

 
  

 

 لأٌ     يعشف ٔيستًش عُذ   

   
   

       

 ٔ       

    ٔتانتانً انُٓاٌح تسأي انقًٍح أي انتاتع الأصهً يستًش عُذ انُقطح 

 عُذئزٍ قًٍح انتكايم 

∫
  

√ 
 

 

 

 
 

 
  

 
    

 مثال:

  ∫
  

√ 
 

 

  

 

      ٔنكٍ انتاتع الأصهً نهتاتع      انٕاقعح ضًٍ انًجال ًْ َقطح شارج نهتاتع     َلاحظ أٌ انُقطح 

 يستًش عُذ ْزِ انُقطح كًا سأٌُا فً انًثال انساتق.

 

 ٔتانتانً:

∫
  

√ 
 

 

  

 [
 

 
  

 
 ]

  

 

   
 

 
 

    

 
 

 

 
 

 مثال:

  ∫
      

√    

 

 

   

 ًْ َقطح شارج    َلاحظ أٌ 

∫
      

√    

 

 

   ∫
 

√    

 

 

           

كًا َلاحظ اٌ 
 

√    
        انـ  سيض آخشًْ        ٔ         ًْ يشتق انـ  

 ٔتانتانً اصثح نذٌُا دانح تًشتقٓا
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 ∫
 

√    

 

 

           [
         

 
]
 

 

 
  

 
 

 مثال خارجي:

  ∫
  

    
  

 

  

 

     ًْا َقطتاٌ شارتاٌ نهتاتع           َلاحظ اٌ انُقطتاٌ 

 ٔيُّ:

∫
  

    
  

 

  

    |    |   
  

          غٍش يستًش عُذ انُقطتٍٍ      َلاحظ اٌ 

∫ٔتانتانً فإٌ انتكايم 
  

    
  

 

  
              ٌكٌٕ يتثاعذ حٍث  

 

 انتهت المحاضرة " "

  نذير تيناوي                                                                        


