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 2016 ةيالتكميلحل الدورة 

 

السؤال الأول : أثبت صحة المبرهنة التالٌة : 

 فضائٌن شعاعٌٌن        و   فضاءً شعاعٌاً معرفاً على الحقل   لٌكن       

 عندئذٍ ٌكون  من  جزئٌٌن    

 + *       مجموعاً مباشراً إذا وفقط إذا تحقق:             

 + *              أي :      

الحل :        

 مجوع مباشر للفضاءٌن الجزئٌٌن        لنفرض أن           

 ولنثبت إنه صفري      ولنأخذ عنصراً كٌفٌاً من التقاطع            

 عندئذٍ:        لٌكن      

                و                

 فً الحقٌقٌة ٌمكن كتابة أن:     

   ⏟
   

  ⏟
   

     ( ) 

 كما أن      

      ( ) 

 ٌكتب بشكل وحٌد   مجموعاً مباشراً فإن العنصر         ولما كان      

 على شكل مجموع     

 .  والثانً من    عنصرٌن الأول من      

 نجد أن: ( )مع  ( )إذاً وبمقارنة      

    

 + *      فٌنتج أن       عنصر كٌفً من   وحٌث أن      

 )مجموع        ولنثبت ان  + *      " لنفرض أن        



 

 

 مباشر(     

 تب بشكلٌن مختلفٌن على شكل مجموعٌك  ولنفرض أن         لٌكن      

 أي:   والثانً من    من  عنصرٌن الأول    

                              

    
            

            
    

  

 فً الحقٌقة إن:     

      

   (     )  (  
    

 ) 

 (     
 )  (     

 ) 

 (     
 )   (     

 ) 

       ⏟      
   

       ⏟      
   

  ( ) 

     إن      
  و      

 وهما متساوٌان حسب )*( وبالتالً:        

     
        * + 

      
         

  

 أٌضاً : و        

  
           * + 

   
            

  

    ٌكتب بشكل وحٌد على شكل مجموع عنصرٌن الأول من   وبالتالً      

 ، إذن:  والثانً من     
         

 

الثبنيالسؤال : 

 الفضاءٌن الشعاعٌٌن الجزئٌٌن و لنأخذ     المعرف على الحقل      لنأخذ الفضاء الشعاعً 

 كما ٌلً :  من         



 

 

   *(     )             + 

   *(     )                 +   

 و المطلوب :

و هل هما متكاملان أم         ثم أوجد قاعدة و بعد         الفضاءٌن  أوجد قاعد و بعد كل من

 لا ؟

      أوجد قاعدة و بعد 

 الحل :

 :   إٌجاد قاعدة و بعد  -
(     )لٌكن   عندئذٍ:    

                

 و بالتالً :
   *(        )       + 

 *(      )  (     )      + 

 * (     )   (     )      +       *(     ) (     )+ 

مجموعة  كما أنها   تولد الفضاء  +(     )    (     )   *   نلاحظ أن  المجموعة 

 و ٌكون بعده :   قاعدة للفضاء    و بالتالً        مستقلة خطٌاً ذلك لأن 
   (  )        

 :  إٌجاد قاعدة و بعد  -
(     )لٌكن   عندئذٍ:    

                     

   *(       )     + 

 * (       )    + 

      *(       )+  

كما أنها مجموعة مستقلة خطٌاً    تولد الفضاء  +(       )   *   نلاحظ أن  المجموعة 

 و ٌكون بعده :   قاعدة للفضاء    ذلك لأنها مكونة من عنصر وحٌد غٌر صفري  و بالتالً 
   (  )        

 :      إٌجاد قاعدة و بعد  -
(     )لٌكن   عندئذٍ:       

           ( ) 

 
     
     

}         ( ) 

 :فنجد  ( )فً  ( )نعوض 
                  

       *(     )+ 

   (     )    

   (     )     (  )     (  )     (     )              ( ) 



 

 

 فهما متكاملان

 :      إٌجاد قاعدة و بعد  -
 نعلم أن:

           (     ) 

     *   (     )    (     )    (       )+ 

 : و لنتحقق فٌما إذا كانت مستقلة خطٌاً 

Δ  |
   

   

     

|      

 فالمجموعة

و مستقلة خطٌاً       تولد  +(       )    (     )    (     )   *         

       فهً تشكل قاعدة لـ 

 "       بالتالً  Vو بعده ٌساوي بعد  Vفضاء شعاعً جزئً من       "لاحظ أن 

 السؤال الثبلث:

 تطبٌقاً خطٌاً بحٌث        لٌكن 

  (     )  و المطلوب : (           ) 

  (     )  أوجد صورة الشعاع  (1
 ؟؟ أوجد رتبته و انعدامٌته؟متباٌناً أم لا ، هل هو غامر   بٌن فٌما إذا كان التطبٌق الخطً  (2
   بالنسبة للقاعدة القانونٌة فً   مصفوفة التطبٌق الخطً   أوجد  (3
(     ) تطبٌقاً خطٌاً بحٌث         لٌكن  (4 ، أوجد قاعدة ربط  (         ) 

    التركٌب الخطً 

 الحل:

1)  ( )   (     )  (     ) 
( )   متباٌناً إذا وفق إذا كان   ٌكون  (2 (     )، لٌكن  + *   عندئذٍ: ( )    

 (     )    
(           )  (     ) 

 {

     

     

     

}         

 فنلاحظ أن :
   ( )  *(       )    +      *(       )+  * + 

 و بالتالً التطبٌق لٌس متباٌن 

و نعلم حسب مبرهنة أنه إذا كان بعد المنطلق ٌساوي بعد المستقر فٌكون التطبٌق متباٌن إذا و فقط إذا 

 لٌس غامراً     غامراً كان 



 

 

   ( )     (    )    

     (  )     ( )      ( )      ( )    

 +(     )    (     )    (     )   *  هً :   نعلم أن القاعدة القانونٌة فً  (3
نوجد صور عناصر قاعدة    بالنسبة للقاعدة القانونٌة فً   فلإٌجاد مصفوفة التطبٌق الخطً 

 :  قاعدة المستقر و نكتبها على شكل تراكٌب خطٌة لعناصر   المنطلق 
 (  )   (     )  (     )            

 (  )   (     )  (      )            

 (  )   (     )  (     )            

 و علٌه تكون :

  (
   
    
   

+ 

4)  
          

(   )(     )   ( (     ))   (           )  (         ) 

 السؤال الرابع :

 أوجد مجموعة حلول جملة المعادلات الخطٌة :
         

        

          

 الحل :

 نتبع طرٌقة غاوس ، نشكل المصفوفة الموسعة : 

  (
     
      
     

+ 

 
         
         

(
     
       
      

+ 

 
     

(
     
      
       

+ 

 
    

 
 
  

(

     
      

    
 

 

, 



 

 

 
           
          

(

 
 
 

    
 

 

     
  

 

    
 

 )

 
 
 

 

 
         

(

 
 

     

     
  

 

    
 

 )

 
 

 

            
  

 
    

 

 
 

 فمجموعة حلول جملة المعادلات المعطاة هً :

  {(   
  

 
 
 

 
*}  

 

 

 

 2016 الثانيةحل الدورة 

 

 :الأولالسؤال 

فضاءات شعاعٌة جزئٌة من           ، و لتكن  Fفضاءً شعاعٌاً معرفاً على حقل  Vلٌكن   أولاً:

V . 

  Vهو فضاء شعاعً جزئً من             أثبت أن 

 الحل:

 وضوحاً.    إن     

 فإن:          لكل   فضاء شعاعً جزئً من    بما أن     

                  

    ⋂   

 

   

       

 :       ولنثبت ان       و       لٌكن     



 

 

    وبما أن           أٌاً كانت        فإن       بما أن      

 فهذا ٌعنً أن:          لكل   هو فضاء شعاعً جزئً من     

                   

       ⋂   

 

   

   

            
 
 . هو فضاء شعاعً جزئً من     

 نتٌجة: التقاطع المنتهً لفضاءات شعاعٌة جزئٌة هو فضاء شعاعً جزئً.    

ثبنيبً: ناقش صحة النص الآتً: 

 عندئذٍ: Fفضاء شعاعً معرف على حقل  Vمؤثراً خطٌاً بحٌث       لٌكن 

 تكون قلوبة Vبالنسبة لأي قاعدة مرتبة فً  Lمصفوفة المؤثر الخطً 

 الحل:

          بحٌث ٌكون       مصفوفة المؤثر الخطً  Hلتكن 

 تماثلاً  Lقلوبة إذا و فقط إذا كان  Hعندئذٍ تكون المصفوفة 

ٌُذكر أن               أي أن       و هنا لدٌنا  تماثلاً و بالتالً لٌس  Lلكن لم 

 بالضرورة أن تكون مصفوفته قلوبة

 

 السؤال الثبني:

المعرف على حقل الأعداد الحقٌقة و لنأخذ الفضاءٌن الشعاعٌٌن      لنأخذ الفضاء الشعاعً 

 كما ٌلً :  من       الجزئٌٌن 

   *(     )             + 

   *(     )             + 

متكاملان       و هل الفضاءان       ثم أوجد قاعدة و بعد       أوجد قاعدة و بعد كل من 

 أم لا؟

  الحل:

 :  إٌجاد قاعدة و بعد  -
(     )لٌكن   عندئذٍ:    

                

    *(        )      + 



 

 

        *(     )  (      )       + 

        * (     )   (     )       + 
             *   (     )    (     )+ 

و هً مستقلة خطٌاً لأنه لا ٌوجد    تولد الفضاء  +(     )    (     )   *   إن المجموعة 

 هو :   ، و بعد الفضاء    فهً تشكل قاعدة لـ        بحٌث ٌكون :     
            

 :  إٌجاد قاعدة و بعد  -
(     )لٌكن   عندئذٍ:    

                

    *(        )      + 

              *(     )  (      )      + 

              * (     )   (     )      + 

                   *   (     )    (     )+ 

و هً مستقلة خطٌاً لأنه لا    تولد الفضاء  +(     )    (     )   *   إن المجموعة 

 هو :   ضاء ، و بعد الف   فهً تشكل قاعدة لـ        بحٌث ٌكون :     ٌوجد 
            

  :     إٌجاد قاعدة و بعد  -
(     )لٌكن   عندئذٍ:        

{
        
        

 

 بالحل المشترك نجد:
       

       *(      )    +  * (      )    + 

                           *(      )+ 

كما أنها مستقلة خطٌاً )مكونة من       تولد الفضاء  +(      )  *  نلاحظ أن المجموعة 

(     )   و بعده ٌكون :        عنصر واحد غٌر صفري( فهً قاعدة للفضاء        

 فهما غٌر متكاملان. + *       بما أن :

 

 السؤال الثبلث: 

 تطبٌقاً خطٌاً بحٌث:        لٌكن 

  (     )  و المطلوب : (              ) 

  وفق التطبٌق الخطً  (     )  أوجد صورة الشعاع  -1
 بٌن فٌما إذا كان التطبٌق الخطً متباٌناً ؟ هل هو غامر ؟ ثم عٌن رتبته و انعدامٌته -2
   مصفوفة التطبٌق الخطً بالنسبة للقاعدة القانونٌة فً  Mوجد  -3



 

 

 )المنطلق( و القاعدة   مصفوفة التطبٌق الخطً بالنسبة للقاعدة القانونٌة فً  Mأوجد  -4

   فً المستقر  +(     )    (     )    (     )   *   

 الحل: 

( ) هً  vصورة الشعاع  -1   (     )  (     ) 
( )   ٌكون التطبٌق الخطً متباٌناً إذا و فقط إذا كان  -2  * + 
(     )لٌكن   عندئذٍ: ( )    

 (     )    

 (              )    

 {

      

     

       

}          

( )   و هذا ٌعنً أن   و بالتالً التطبٌق الخطً متباٌن + * 

كما أن التطبٌق الخطً غامر ذلك حسب المبرهنة التً تنص على أنه إذا كان بعد المنطلق  -

 ٌساوي بعد المستقر فٌكون التطبٌق الخطً متباٌن إذا و فقط إذا كان غامراً 

 غامر  متباٌن

 أو بأسلوب أخر فنعلم أن:

        (  ( ))     (   ( )) 

     (  ( ))       (  ( ))     

( )  إن  (( )  )   و        ( )  و هذا ٌقتضً أن:              

 و بما أن المستقر هو مستقر فعلً فالتطبٌق غامر 

( )    رتبته  -      (  ( ))    

( )   انعدامٌته      (   ( ))    

   *  حٌث :   فً   إٌجاد مصفوفة التطبٌق الخطً بالنسبة للقاعدة القانونٌة  -3

و   و لأجل ذلك نوجد صور عناصر القاعدة  +(     )    (     )    (     )

 : نكتبها على شكل تراكٌب خطٌة لعناصر 
 (  )   (     )  (     )           

 (  )   (     )  (     )             

 (  )   (     )  (      )            

 المطلوبة هً : Hو علٌه تكون المصفوفة 

  (
   
    
   

+ 

 )المنطلق( و القاعدة   مصفوفة التطبٌق الخطً بالنسبة للقاعدة القانونٌة فً  Mإٌجاد  -4

   فً المستقر  +(     )    (     )    (     )   *   



 

 

لأجل ذلك نوجد صور عناصر قادة المنطلق و نكتبها على شكل تراكٌب خطٌة لعناصر قاعدة 

 المستقر كما ٌلً :
 (  )  (     )                   

             (     )    (     )    (     ) 

          (                              ) 

 بالمطابقة نجد :

{

           
           
           

}           
 

 
 

  (  )  
 

 
   

 

 
   

 

 
   

 بشكل مماثل :
 (  )  (     )  (                              ) 

 بالمطابقة نجد:و 

{

           
           
           

}     
 

 
      

 

 
     

 

 
 

  (  )  
 

 
   

 

 
   

 

 
   

 و أخٌراً:
 (  )  (      ) 

 (                              ) 

 و بالتالً ٌكون:

{

           
            
           

}                    

  (  )            

 المطلوبة : Mو علٌه تكون المصفوفة 

  

(

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
  

 

 

 

 
 )

 
 
 

 

 

السؤال الرابع:  

 أوجد مجموعة حلول جملة المعادلات الخطٌة :
         



 

 

         

          

 الحل:

 لنحل بطرٌقة غاوس ، فنشكل المصفوفة الموسعة :

  (
     
      
     

+ 

 : Hو لنحاول إٌجاد المصفوفة المدرجة المختزلة المكافئة لـ 

  
          
         

(
     
       
      

+ 

 
   

 
 
  

   
 
 
     

(
     
       
      

+ 

 
        

    
 
 
  

(
     
       
      

+ 

 
      

         

(
     
      
      

+ 

 
         

(
     
     
      

+ 

 و منها نستنتج أن : Hو هً المصفوفة المدرجة المختزلة المكافئة لـ 
    

    

     

 و هو الحل المشترك الوحٌد للجملة المعطاة

   

 

 


