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 2016 الثانيةحل الدورة 

 

الأولالسؤال :  

 مستقلان أٌضاً   و  ̅ مستقلٌن متعلقٌن بتجربة واحدة و المطلوب : أثبت أن  حدثٌن    لٌكن  -1

 الحل:  لنلاحظ أن:
  ( )    ( ̅)    

( )  لكن  A,Bلأن ( )   مستقلان فرضاً , نعوض :   
 ( )    ( ̅)      ( ̅)     ( ) 
                                       ( ̅)   ( ̅) 

̅ و هذا ٌعنً أن  و   مستقلان    

 عرف استقلال ثلاث أحداث عشوائٌة -1
ثلاث أحداث عشوائٌة متعلقة بتجربة واحدة , نقول عن هذه الأحداث إنها مستقلة       لٌكن 

 احتمالٌاً إذا تحقق الشرطان:

ستقلة مثنى مثنى م      •  

• (     )   ( )  ( )  ( ) 

اخترنا كرتٌن من صندوق ٌحوي ست كرات متجانسة اثنتان منهما التالية:  المسألةحل  -2

بٌضاء و اثنتان حمراء و اثنتان زرقاء و المطلوب: احسب احتمال أن تكون الكرتان 

 المختارتان من لونٌن مختلفٌن
Aلٌكن  ن الكرتٌن من لونٌن مختلفٌن عندئذٍ:الحدث الدال على كو   

 ( )  
  
    
    

    
    

    
 

  
  

 

.
  
      /

 
 

 
 

و احتمال أن  %10فً مجتمع من البالغٌن تبلغ نسبة الإصابة بالسكري  حل المسألة التالية: -3

و احتمال  %96أنه مصاب بالفعل ٌساوي  ٌقرر طبٌب معٌن إصابة شخص بهذا المرض علماً 

, تم اختٌار أحد الأشخاص البالغٌن من  %4أن ٌقرر إصابته علماً أنه غٌر مصاب ٌساوي 

 المجتمع عشوائٌاً:
 احسب احتمال أن ٌقرر الطبٌب أن الشخص مصاب بمرض السكري ( أ

 لكإذا علمت أن الشخص المختار مرٌضاً فما احتمال أن ٌكون الطبٌب قد أنبأه بذ ( ب

: الحل 

لكون الشخص مصاباً بالسكري و بـ    لنرمز بـ  لكون الشخص غٌر مصاباً بالسكري , عندئذٍ    

تشكل تجزئة  ذلك لأن :       نلاحظ أنّ الأحداث   

و                   

 و لدٌنا فرضاً:
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 (  )  
  

   
 
 

  
            (  )  

  

   
 
 

  
 

الحدث الدال على أن ٌقرر الطبٌب أن الشخص المختار مصاباً بالسكري عندئذٍ و  Aلٌكن  ( أ

 حسب قانون الاحتمال الكلً ٌكون :
 ( )   (  )    ( )   (  )     ( ) 

 و لدٌنا فرضاً:

   ( )  
  

   
          ( )  

 

   
 

 نعوض :

 ( )  
 

  
 
  

   
 
 

  
 
 

   
 
   

    
 

( )     و هو  ( )   نلاحظ أن المطلوب حساب    ( ب  
  

   
 

للمتحول العشوائً الدال   لتكن التجربة رمً حجري نرد متوازنٌن و لنرمز بـ    السؤال الثبني:

 :على مجموع الوجهٌن الظاهرٌن و المطلوب 

  اكتب جدول التوزٌع الاحتمالً للمتحول العشوائً  (1
 ( ) أوجد دالة التوزٌع المتجمع  (2
  احسب كلاً من التوقع الرٌاضً و الانحراف المعٌاري و التباٌن لـ  (3

 الحل: 

 إن فضاء العٌنة لهذه التجربة هو: (1

 1 2 3 4 5 6 

1 2 3 4 5 6 7 

2 3 4 5 6 7 8 

3 4 5 6 7 8 9 

4 5 6 7 8 9 10 

5 6 7 8 9 10 11 

6 7 8 9 10 11 12 

و جدول التوزٌع الاحتمالً هو:   
                            

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
 

  ( ) 

   

 و هً معرفة بالشكل : ( )  إٌجاد دالة التوزٌع المتجمع  (2

  ( )  ∑  ( )

   

  (   )        

( )  ٌكون :    من أجل      
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( )   ٌكون :      من أجل    ( )  
 

  
   

( )   ٌكون :      من أجل    ( )   ( )  
 

  
   

( )   ٌكون :      من أجل    ( )   ( )   ( )  
 

  
   

( )   ٌكون :      من أجل   ∑  ( ) 
    

  

  
   

( )   ٌكون :      من أجل   ∑  ( ) 
    

  

  
 

( )   ٌكون :      من أجل   ∑  ( ) 
    

  

  
   

( )   ٌكون :      من أجل  ∑  ( ) 
    

  

  
 

( )   ٌكون :       من أجل  ∑  ( ) 
    

  

  
 

( )   ٌكون :        من أجل  ∑  ( )  
    

  

  
 

( )   ٌكون :        من أجل  ∑  ( )  
    

  

  
 

( )  ٌكون :      من أجل   ∑  ( )  
    

  

  
   

 التوقع الرٌاضً : (3

 ( )  ∑   ( )

    

 

 
                                              

  
 

  ( )    

 التباٌن:

   ( )  ∑ (   ( ))
 
 ( )

    

 

               ∑ (   )  ( )

    

 

 (   ) 
 

  
 (   )  

 

  
 (   )  

 

  
 (   )  

 

  
 (   )  

 

  
 (   )  

 

  

 (   )  
 

  
 (   )  

 

  
 (    )  

 

  
 (    )  

 

  

 (    )  
 

  
 

    ( )  
   

  
 

 و الانحراف المعٌاري :

   √   ( )  
√   

 
   

السؤال الثبلث: متحول عشوائً كثافته الاحتمالٌة :  بفرض  

 ( )  ,
            

خلاف ذلك      
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 و المطلوب :

     ( عٌن قٌمة الثابت1

  ( )  ( عٌن دالة التوزٌع2

  (احسب التوقع الرٌاضً للمتحول العشوائً 3

 (     ) (احسب احتمال 4

  Yعٌن دالة الكثافة الاحتمالٌة لـ       ( إذا كان 5

 الحل: 

 ة فهً تحقق أنّ:دالة كثافة احتمالٌ ( ) بما أن الدالة  (1

∫  ( )  

 

  

   

∫      

 

 

   *
   

 
+
 

 

          
 

 
 

 إن دالة التوزٌع هً الدالة المعرفة بالشكل: (2

 ( )  ∫ ( )  

 

  

 

    من أجل 

 ( )  ∫   

 

  

   

      من أجل 

 ( )  ∫   

 

  

 ∫
  

 
  

 

 

 
  

  
 

     من أجل 
 ( )    

  ( )  {

     
  

  
      

        

 

 حساب التوقع الرٌاضً : (3

 ( )  ∫   ( )  

 

  

 ∫
  

 
  

 

 

 *
  

   
+
 

 

 
 

 
 

4)  

 (     )   ( )   ( )  
 

  
 

 نعلم أن : (5
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  ( )    ( 
  ( )) |

  

  
| 

 لدٌنا 

        
√ 
 

 
    ( ) 

  

  
 
 

 

 

√  
 

 

      تكون     و عندما     تكون     و أخٌراً عندما 

  ( )  

{
 
 

 
 (
√ 
 

 )

 

 
(
 

 √  
 
)                     

خلاف ذلك                  

             

 

 {
(
 

   
)                     

خلاف ذلك                  
             

السؤال الرابع: متجه عشوائً كثافته الاحتمالٌة : (   )بفرض : أولا  

 (   )  ,
 (   )             

خلاف ذلك          
 

  Cعٌن قٌمة الثابت  (1
    أوجد الكثافة الهامشٌة لكل من  (2

 الحل:

 دالة كثافة فهً تحقق : fبما أن 

∫ ∫  (   )

  

  

  

   

       

 ∫∫ (   )

 

 

 

  

       

  ∫*
  

 
   +

   

    

 

     

  ∫(
 

 
  )

 

 

      (
 

 
 
 

 
)        

 بالتالً:

 (   )  ,
(   )             

خلاف ذلك          
 

 Xتعٌٌن الكثافة الهامشٌة لـ 
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  ( )  ∫  (   )  

  

  

 

 :       عندما

  ( )  ∫(   )  

 

 

   
 

 
 

 بالتالً :

  ( )  {
  
 

 
           

خلاف ذلك         
 

 : Yتعٌٌن الكثافة الهامشٌة لـ 

  ( )  ∫  (   )  

  

  

 

 :       عندما

  ( )  ∫(   )  

 

 

   
 

 
 

 بالتالً :

  ( )  {
  
 

 
           

خلاف ذلك         
 

 ثانياا:

 متحولٌن عشوائٌٌن منقطعٌن لهما جدول التوزٌع المشترك:    إذا كان 

 
        

            

            

    الهامشً لكل من  أوجد التوزٌع (1
 مستقلان احتمالٌاً     هل  (2
 الحل:

 أولاً لنوجد دالة الاحتمال الهامشٌة لكل من المتحولٌن :

 

Σ       

                                ( ) 
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Σ       

                               ( ) 

كما ٌلً :الآن نوجد دالة التوزٌع لكل من المتحولٌن   

  ( )  ∑  ( )

   

 

  ( )  {
         

            
               

 

 بشكل مماثل :

  ( )  ∑  ( )

   

  

  ( )  {

         
            
               

  

:لمعرفة فٌما إذا كانا مستقلان , نشكل الجدول   
  ( )   ( )   ( )   ( )  (   )     

                      

                      

                      

                      

 نلاحظ أن :
  ( )   ( )   (   ) 

 فهمان غٌر مستقلٌن احتمالٌاً 
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 2016حل الدورة التكميلية 

 

 

 لسؤال الأول :

 عرف دالة الاحتمال )التعرٌف البدٌهً( (1)
 حدثٌن من فضاء احتمالً و المطلوب أثبت  أن :    لٌكن  (2)

 (   )   ( )   ( )   (   ) 

زجاجة  12زجاجات عصٌر من صندوق ٌحوي  6مسألة التالٌة : اخترنا عشوائٌاً حل ال (3)

تمال سحب زجاجتٌن غٌر صالحتٌن على غٌر صالحة و المطلوب : احسب اح6 منها 

 الأقل 
 فً مناقصة لبناء مدرسة    حل المسألة التالٌة :احتمال أن ٌشترك المقاول (4)

هو 
 

 
  فً المناقصة و احتمال أن ٌفوز بالعقد فً غٌاب المقاول    . اشترك المقاول  

ٌساوي 
 

 
ويٌسا  و احتمال أن ٌفوز بالعقد عند اشتراك المقاول  

 

 
و المطلوب : أ( احسب  

قد فاز , فما احتمال    بالمناقصة . ب( إذا علمت أن المقاول     احتمال أن ٌفوز المقاول 

 أن لا ٌكون 

 فد اشترك بالمناقصة ؟  المقاول 

 الحل:

 , عندئذٍ ندعو الدالة : Ωجبراً تاماً على  𝒜فضاء الإمكانات لتجربة عشوائٌة و  Ωلٌكن (1)
  𝒜    

 دالة احتمال إذا و فقط إذا تحققت الخصائص التالٌة : 

( )   𝒜   ( : 1بدٌهٌة ) -    
(Ω) ( : 2بدٌهٌة ) -    

متتالٌة قابلة للعد أو منتهٌة من الأحداث              ( : إذا كانت 3بدٌهٌة ) -

 عندئذٍ: 𝒜 المتنافٌة مثنى مثنى  من عناصر

 (⋃  
 

)  ∑ (  )

 

 

 و الحدثان -(   )  ,      لدٌنا :  (2)

 متنافٌان و علٌه ٌكون:  -(   )  ,     
      (  ,  (   )-) 

                 ( )   (  (   )) 

                 ( )   ( )   (   ) 

 الحدث الدال على ظهور زجاجتٌن غٌر صالحتٌن على الأقل Aلٌكن  (3)
 إن عدد الحالات الكلٌة :
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 (    )  
   

     
     

 :  Aو عدد الحالات الملائمة لوقوع 
 (   )   (   )   (   )   (   )   (   )     

 ( )  
  

   
 

(  ) عندئذٍ   الحدث الدال على اشتراك المقاول    لٌكن  (4)  
 

 
 

(  ) عندئذٍ   الحدث الدال على عدم اشتراك المقاول    و   
 

 
 

 بالمناقصة   الحدث الدال على ربح المقاول   و 

و أٌضاً          و         ٌشكلان تجزئة حٌث أن       فنلاحظ أن الحدثٌن 
 (  )   (  )     ( )  

 من الفرض لدٌنا :

   ( )  
 

 
       ( )  

 

 
 

 نطبق دستور الاحتمال الكلً :   عندئذٍ : لحساب احتمال فوز المقاول 

 ( )   (  )    ( )   (  )    ( )  
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
  

  
 

 قد فاز , نطبق دستور باٌز :   قد اشترك علماً أن   و لحساب احتمال ألا ٌكون المقاول 

  (  )   
 (  )    ( )

 ( )
 

 
 
  
  

 
 

  
 

 السؤال الثبني : حل المسألة التبلية:

  نسحب ثلاث بطاقات منها بشكل عشوائً و نرمز بـ             ست بطاقات تحمل الأرقام 

( اكتب جدول التوزٌع 1):  المطلوبللمتحول العشوائً الدال على مجموع الأرقام المسحوبة ة 

   الاحتمالً للمتحول العشوائً 

  ( ) ( أوجد دالة التوزٌع المتجمع 2)

  ( احسب التوقع الرٌاضً 3)

 الحل : 

 هً :  لدٌنا مجموعة قٌم  (1)
   *                      + 

(   ) كما أن عدد الحالات الممكنة      

(  ) و لنحسب           

 ( )   (   )  
 

  
        ( )   (   )  

 

  
        

  ( )   (   )  
 

  
       ( )   (   )  

 

  
  

 ( )   (   )  
 

  
       ( )   (   )  
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 ( )   (   )  
 

  
        (  )   (    )  

 

  
   

 (  )   (    )  
 

  
     (  )   (    )  

 

  
 

 و علٌه جدول التوزٌع الاحتمالً :

Σ                           

   

  
 

 

  
 

 

  
 

 

 
 

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 (  ) 

 و هً معرفة بالشكل : ( ) إٌجاد دالة التوزٌع المتجمع  (2)

       ( )  ∑ ( )

   

  (   ) 

( ) :     من أجل     

( ) :       من أجل    ( )  
 

  
 

( ) :       من أجل    ( )   ( )  
 

  
 

( ) :       من أجل    ( )   ( )   ( )  
 

  
 

( ) :       من أجل   ∑  ( )   
    

 

  
 

( ) :       من أجل   ∑  ( )   
    

  

  
 

( )  :      ن أجل م  ∑  ( )   
    

  

  
 

( )  :       من أجل   ∑  ( )   
    

  

  
 

( ) :        من أجل   ∑  ( )    
    

  

  
 

( ) :        من أجل   ∑  ( )    
    

  

  
 

( ) :      من أجل   ∑  ( )    
      

 إذن :



  

  

 

11 

 ( )  

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
      

 

  
       

 

 
       

 

 
        

  

  
        

 

  
        

 

 
        

 

  
         

  

  
         

        

 

 نعلم أن التوقع الرٌاضً ٌعطى بالشكل : (3)

 ( )   ∑   ( )

    

 
   

  
 

 السؤال الثبلث : 

 متحول عشوائً كثافته الاحتمالٌة:  بفرض 

 ( )  ,
 (   )      

خلاف ذلك  
 

( احسب التوقع الرٌاضً 3.) ( ) ( عٌن دالة التوزٌع 2. ) c( عٌن قٌمة الثابت 1: )و المطلوب

 الكثافةعٌن دالة      ( إذا كان 5.) (     ) ( احسب احتمال 4. )  للمتحول العشوائً 

 الحل: 

 كثافة احتمالٌة فهً تحقق الشرط: ( ) بما أن  (1)

∫  ( )
  

  

      

 ∫ (   )

 

 

      

  *
  

 
  +

 

 

    (   )      
 

 
 

 و علٌه ٌكون:
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 ( )  {

 

 
(   )      

خلاف ذلك  
 

 ( ) و الذي له كثافة احتمالٌة هً   ئً للمتحول العشوا ( ) بالتعرٌف , إن دالة التوزٌع  (2)

 تعطى بالشكل :

        ( )  ∫ ( )

 

  

   

 :   من أجل 

 ( )  ∫ 

 

  

     

 :      من أجل 

 ( )  ∫ ( )

 

  

   ∫ 

 

  

   ∫
 

 
(   )

 

 

   
 

 
(
  

 
  )  

 

 
(   ) 

 :    من أجل 

 ( )   ( )  ∫ ( )

 

  

   ∫ 

 

  

   ∫
 

 
(   )

 

 

   ∫   

 

 

   

 إذن :

 ( )  {

      
 

 
(   )      

     

 

 التوقع الرٌاضً ٌعطى بالشكل : (3)

 ( )  ∫   ( )

  

  

   ∫
 

 

 

 

(    )   
 

 
*
  

 
 
  

 
+
 

 

 
  

  
 

 :      حساب احتمال وقوع الحدث  (4)

 (     )  ∫  ( )
 

 

    ( )   ( )  
 

 
 

 و نعلم أن : ( )      لدٌنا  (5)

  ( )   
  ( ) |

  

  
| 

   و بالتالً      لدٌنا 
 

     ( )  

 الآن نشتق:
  

  
 
 

 
  
 
  

 نعوض :      ٌكون       عندما 
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  ( )  {
 
 
  |
 

 
  
 
 |         

خلاف ذلك   
 

   ( )  {

 

  
      

خلاف ذلك   

  

 السؤال الرابع : 

 متجه عشوائً كثافته الاحتمالٌة : (X,Y)أولاً : بفرض 

 (   )  ,
 (    )             

خلاف ذلك  
 

 X,Y( عٌن دالة الكثافة الهامشٌة لـ 2. ) c( عٌن قٌمة الثابت 1و المطلوب : )
 متحولان عشوائٌاً منقطعان لهما جدول التوزٌع المشترك     ثانٌاً : إذا كان 

          

            

            

     أوجد جدول التوزٌع الهامشً لكل من  (1)
 مستقلان أم لا ؟؟     هل  (2)

الحل  :

 أولاً لنوجد دالة الاحتمال الهامشٌة لكل من المتحولٌن :
 

𝛴       

                                ( ) 

 

𝛴         

                                ( ) 

  
 لمعرفة فٌما إذا كانا مستقلان , نشكل الجدول :

  ( )   ( )   ( )   ( )  (   )     

                       

                       

                       

                       

 نلاحظ أن :
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  ( )   ( )   (   ) 

 فهمان غٌر مستقلٌن احتمالٌاً 

 

 

 

 

 

 يق ((())) مع تمنياتنا لكم بالنجاح والتوف 

 


