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ٔ        : إرا كاٌ انراتعاٌ  4)مبرهنت 
𝜕      

𝜕 
ٔ كاٌ         ٔ     يسرًشٌٍ يٍ أجم    )

∫     انركايم          
 

 
 يرماسب , فإٌ لاعذج لاٌثرُز صحٍحح أي ٌكٌٕ : 

     

  
 

 

  
∫         

 

 

 ∫
       

  
  

 

 

 

∫ششٌطح أٌ ٌكٌٕ انركايم         ذحمك أٌ  t يٍ أجم 
𝜕      

𝜕 
  

 

 
 tيرماسب تاَرظاو تانُسثح نـ  

 : احسة لًٍح انركايم : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

:  

       نذٌُا 
         

 
       يسرًش حٍث  

     

 
 كًا أٌ :      
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 ٔ ْٕ يسرًش أٌعاً .

∫       ٔ نُثثد أٌ انركايم           

 
  

 

 
    فإَّ يٍ أجم كم   يرماسب يًٓا كاَد  

   ٌٕجذ 
 

 ⏟  
َخراسِ تعذ انحم 

 تحٍث ٌكٌٕ :

|∫     
     

 
  

 

 

|  |∫     
 

 
  

 

 

|  
 

 
∫       

 

 

 
 

     
 

 

 
    

     أي 
 

 
 

 .     فانركايم يرماسب تاَرظاو فً كم َمطح ذحمك 

∫كًا أٌ انركايم 
𝜕      

𝜕 
   ∫             

 

 

 

 
      عذد     لأَّ ٌٕجذ  نكم  

 تحٍث ٌكٌٕ :

|∫          
 

 

  |  |∫       
 

 

|  [ 
 

 
    ]

   

 

 
 

    
   

 ٔ 

 

    
   

 

  
       (

 

  
)     

 

 
  (

 

  
)    

     إراً َخراس 
 

 
    

 

  
   

 ذطثٍك لاعذج لاٌثرُز عهى انركايم انًعرم :جًٍع ششٔغ لاٌثرُز يحممح نزنك ًٌكُُا 

       

  
 ∫

 

  

 

 

(    
     

 
)    ∫          

 

 

   

 ٔ انركايم الأخٍش ًٌكٍ حساتّ تطشٌمح انرجزئح ٔ تخطٕاخ تسٍطح َصم إنى أٌ :
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 [    

             

     
]
 

 

 
 

     
 

 : َكايم تانُسثح نـ 

       ∫
 

     
         (

 

 
)        

 ٔ ًٌكٍ حساتّ كًا ٌهً   ذاتع إنى   حٍث 

 يٍ انركايم الأصهً نذٌُا :

       ∫
           

 
    

 

 

 

 نذٌُا  :    ٔ يٍ 

                     

 ٔ عهٍّ :    تانًماسَح َجذ أٌ 

       ∫     
     

 
  

 

 

       (
 

 
) 

 :  أولا 

   
   

      (
 

 
)  

{
 
 

 
 

 

 
       

 
 

 
       

        

 

 : انركايم  ثانياا 

       ∫
     

 
  

 

 

 

 أي :            يرماسب ٔ ٌسأي 
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     ∫
     

 
  

 

 

 

{
 
 

 
 

 

 
       

 
 

 
       

        

 

      : عُذيا  ثالثاا 

∫
    

 
  

 

 

 
 

 
 

 

 ٔ ٌذعى ذكايم دٌشكهٍّ .

 

 ٔ نُذسس ْزِ انحانح : tكًا أسهفُا فً تذاٌح انثحث أَّ يٍ انًًكٍ أٌ ٌكٌٕ حذٔد انركايم ذاتعح نهٕسٍػ 

 : (5)مبرهنت

[   ]  ذاتع يسرًش عهى انًسرطٍم        إرا كاٌ انراتع  تالإظافح إنى أٌ  [     ] 

عهى انًجال  tٔ نًٓا يشرماٌ يسرًشاٌ تانُسثح نـ         ذاتعٍٍ يسرًشٌٍ يٍ أجم           

∫     انًزكٕس فإٌ انركايم          
    

    
 [     ]يٍ انًجال  tذاتع يسرًش تانُسثح نـ 

 الإثباث :

 عُذئزٍ َلاحظ أٌ :  [         ]       نُعع 

                 [         ]      
                 [         ]      

     ∫         

    

    

 ∫         

 

 

      

                [         ]     

[   ]ذاتعاً ذاتعاً يسرًشاً عهى انًسرطٍم        ٔ نًا كاٌ  ( 1فإَّ ٔ حسة انًثشُْح ) [     ] 

 . يسرًش تانُسثح نهٕسٍػ      ٌكٌٕ 
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 ))تعميم قاعدة ليبتنز((  :( 6مبرهنت )

يسرًشاً ٔ كاٌ نّ يشرماً جزئٍاً يسرًشاً        إرا كاٌ انراتع 
𝜕 

𝜕 
 فً انًسرطٍم انًغهك 

 [   ] يعشفٍٍ ٔ لاتهٍٍ نلاشرماق ٔ يشرماذًٓا يسرًشج عهى           ٔ كاٌ انراتعاٌ  [     ] 

 ٌعطى تانذسرٕس :     فإٌ يشرك انراتع [     ]انًجال 

     

  
 ∫

       

  
  

    

    

          
  

  
          

  

  
  

البرهان : 

أٔ إرا ذغٍش أحذ انراتعٍٍ        فً انذانح انًكايهح tٔ ْٕ ٌرغٍش إرا ذغٍشخ  tذاتع نهٕسٍػ   إٌ انراتع 

 نزا ًٌكٍ أٌ َكرة :      فٕٓ تشكم آخش ذاتع نكم يٍ           

ٔ حسة لاعذج الاشرماق نهرٕاتع انًشكثح ) يشخ تانًشحهح انثإٌَح تاسى لاعذج                

 انسهسهح( :

  

  
 

  

  

  

  ⏟
  

 
  

  

  

  
 

  

  

  

  
   

ٔ نكٍ َعهى أٌ 
𝜕 

𝜕 
 ∫

𝜕      

𝜕 
  

    

    
 

 سة لاعذج اشرماق انركايم تانُسثح نحذِ الأعهى ) ٔ الأدَى( ٌكٌٕ :ٔ أٌعاً ح

  

  
             

  

  
           

 ترعٌٕط كم يا سثك :

     

  
 ∫

       

  
  

    

    

          
  

  
          

  

  
  

 احسة انركايم :
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  ∫
       

    
  

 

 

 

 انراتع :نُعشف 

     ∫
        

    
   

 

 

 

 ٔ نكٌٕ ششٔغ لاٌثرُز يحممح َكرة :       فُلاحظ أٌ 

  

  
 ∫

 

  
(
        

    
)   

 

 

 
        

    
   

 ∫(
 

    
) 

  

    
  

 

 

 
        

    
 

 ٔ نُفشق انكسش فً دانح انًكايهح إر َكرة :

 

            
 

 

    
 

    

    
 

     
   

 
 

(
 

    
)  

 
 
 

  
 
  

  
 

    
 

   
   

  

            
    

   

  

    
    

   

      

    
 

  
 

 
      

 

 
 

 

    
  

 :   َعع  Cنحساب 

        
 

    
 

 إرٌ :
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( 
 

    
)

    
 

(
 

    
)   

 
    

    
 

 
 

    
[ 

 

    
 

   

    
]  

 َعٕض فً انركايم ٔ َكايم :

  

  
  

        

    
 

 

 

        

    
  

         

    
 

        

    
 

 
 

 
 
        

    
  

         

    
 

 َكايم :

     
 

 
∫

        

    
  

 

 

 ∫
 

    
        ⏟    

 

  

 

 

 

 

   ٔ            نحساب انركايم الأخٍش َطثك انركايم تانرجزئح إر َفشض
 

    
 فُجذ أٌ : 

     
 

 
∫

        

    
  

 

 

 [
 

 
               ]

 

 

 
 

 
∫

        

    
  

 

 

 

 
 

 
                

 اٌَ :

       
 

 
     

  

 
 

  

 
         

 

 اَرٓد انًحاظشج ""

  نذير تيناوي                                                                        


