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 مبرهنات سيلوف :

عدد   وكان   زمرة منتهٌة ومرتبتها   غٌر صحٌح أي أنه إذا كانت  بالحالة العامة ذكرنا سابقا أنه عكس لاغرانج

   مرتبتها   فإنه لٌس بالضرورة وجود زمرة جزئٌة فً   صحٌح موجب ٌقسم 

إن المبرهنة التالٌة هً واحدة من الحلات الخاصة التً ٌكون فٌها عكس مبرهنة لاغرانج صحٌحة .إن مبرهنة سٌلوف 

 زمرة جزئٌة .هذه الأولى ستعطً الشرط الازم لوجود 

 مبرهنة سيلوف الأولى :

زمرة جزئٌة   عندئذ ٌوجد فً عدد صحٌح     بحٌث      زمرة منتهٌة ومرتبتها تقبل القسمة على   لتكن 

 .   مرتبتها 

 الاثبات :

(   )لنفرض أن   بالاستقراء حسب مرتبة  سنبرهن        

(   )إذا كانت   ٌتم المطلوب والمبرهنة صحٌحة .   

 نمٌز حالتٌن :   أصغر من مرتبة  مراتبهالنفرض أن هذه المبرهنة صحٌحة من أجل جمٌع الزمر التً 

   تحوي زمرة جزئٌة مرتبتها   عندئذ    ومرتبتها تقبل القسمة على     زمرة جزئٌة   ٌوجد فً  (1

 وحسب الفرض الاستقرائً ٌتم المطلوب .   تحوي زمرة جزئٌة مرتبتها   وبالتالً 

عندئذ حسب علاقة الصفوف فإن    لا تقبل القسمة على    فً  مراتب جمٌع الزمر الجزئٌة المحتواة تماما   (2

(   )  ( ( )  )  ∑ (   ( ))        ( )   ( ) 

وحسب لاغرانج وبالتالً    القسمة على  فهً لا تقبل(  ( ) )فإن    هً زمرة جزئٌة فً ( ) وكون 

 فإن :

     (   )  ( (    ( ))( ( )  ) )  

 ( )    وذلك لأجل جمٌع العناصر    ٌقبل القسمة على (( )   )نجد أن 

( ( )  )  (   )  ∑ (   ( ))    

    ( )

 

 ( ) ومنه فإن   ٌقبل القسمة على  (  ( ) )ومنه   نلاحظ أن الطرف الأٌمن من المساواة ٌقبل القسمة على 

 ( )     ولٌكن   تحوي عنصر مرتبته  ( ) تبدٌلٌة ومنتهٌة فإن 

( )      وأن :               
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  ولكن لٌس بالضرورة أن تكون  ( ) ناظمٌة فً     ومنه   تبدٌلٌة وناظمٌه فً  ( ) نعلم أن 

(     )وأن    ناظمٌة فً         

    ناظمٌة فً   لنبرهن على أن 

                  

 عندئذ          لٌكن 

           (       )  (    ⏟
   ( )

    )      

 .   ناظمٌة فً    ومنه فإن 

ومنه زمرة الخارج 
 

   
 معرفة فنجد أن :  

(
 

   
  )  (     )  

(   )

(     )
 
    

 
        

ومنه فإن  
 

   
وحسب الفرض الاستقرائً فإن         زمرة مرتبتها  

 

   
     تحوي زمرة جزئٌة مرتبتها  

ولتكن 
 

   
        و   زمرة جزئٌة فً   حٌث  

(   )  (     )(     ) 

 (
 

   
  ) (     )            

لاتقبل   غٌر موجودة لأنها تناقض كون كل الزمر الجزئٌة فً  ( )إذا الحالة      زمرة جزئٌة مرتبتها   وجدنا أن 

 .   القسمة على 

  تدعى المبرهنة السابقة بمبرهنة كوشً ( k=1)عندما 

 تمريه :

       أو    إما تماثل    كل زمرة منتهٌة مرتبتها 

 الاثبات :

(   )زمرة منتهٌة وإن   لتكن  (   )تبدٌلٌة لأن   أن         

     دوارة فإن   إذا كانت  -

   ولتكن   تحوي زمرة جزئٌة مرتبتها   حسب المبرهنة السابقة فإن  لٌست دوارة  لنفرض أن  -



   الفصل الأول                         1البنى الجبرية                                    السنة الثانية

   

 

3 

     بحٌث     اي ٌوجد     ومنه       :       دوارة وبالتالً   إن 

(   )أي أن     دوارة مولدة بالعنصر مرتبتها   وأن        ولنضع   حٌث     

   فإن مرتبتها تقسم مرتبة   زمرة جزئٌة فً   أن 

 +   *             +   *  ومنه 

 تكون تبدٌلٌة ((   حسب نص سابق ))كل زمرة منتهٌة مرتبتها  Gناظمٌة فً     إن كل 

 .  زمرة جزئٌة فً     ومنه 

          لأن إذا كان         وأن 

 وأٌضا :     ولنفرض جدلا ان 

            

             
 

( ) : فإن ومنه         ومنه   وهذه تناقض ومنه       وبالتالً    

        

 ونعلم أن

(     )       قانون حفظ  
(   ) (   )

(     )
 

(     )  (   ) (   )    

                

   ومنه اذا كانت دوارة فهً تماثل 

         واذا لم تكن دوارة فهً تماثل 

 

تمريه : ) تعمٌم للمثال السابق (        أو       أثبت انه اما    زمرة مرتبتها   لتكن  

 البرهان : )وظيفة ( 

(   )لنفرض أن  - تبدٌلٌة طالما   فهً تبدٌلٌة إن    عدد أولً  كل زمرة مرتبتها   حٌث     

 عندئذ :     وأن       عدد أولً ٌوجد عنصر     
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ومنه ٌتم      تماثل   دوارة عندئذ   وحسب لاغرانج إن كانت الزمرة   زمرة جزئٌة ناظمٌة فً        

 المطلوب .

( ) لٌست دوارة  وفً هذه الحالة فإن    لنفرض ان الزمرة  -  ستكون    لأنه لو كانت تساوي     

(   )لٌست دوارة وحسب لاغرانج نجد ان   ونحن فً حالة أننا فرضنا كون           ⏟      
 دوارة ومرتبتها  

  

زمرة جزئٌة ناظمٌة فً   إن الزمرة       لنأخذ الزمرة      بحٌث       نه ٌوجد فإ    وبما ان 

(   )وأن    وأن           لأنه إذا كان           وأن   جزئٌة فً  زمر    كما ان    

     . 

( ) بفرض أن      وبالتالً   ٌقسم   ومنه                    نجد ان     

      وهذا غٌر ممكن أن ٌكون 

                

 

تمريه :  +   *  و       +    *  و كلا  من  (  ) لنأخذ الزمرة  

 متماثلتٌن .     و      متماثلٌن وهل        هل 

    (  ) الحل : +                  * 

 .لأن لهما نفس المرتبة     ومن لإنه       و      إن  -

  زمرة مرتبتها     إن  -

     لأن       نعلم أن 

 لنوجد باقً المرافقات 

   *    + 

   *    + 

   *   + 

   *   + 

    *    + 
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    *    + 

 وبالتالً

       

       

      

 

 
 *          +

⏟            
المرافقات

 

(  )        

(  )
 
        

ومنه الزمرة 
 

 
مولدة بالنصر  

 

 
 ومنه       

 

 
    

 بشكل مماثل نجد أن 
 

 
    

 ومنه 
 

 
 
 

 
 

نسمً كل زمرة   لا ٌقسم مرتبة      اي أن   لاٌقبل القسمة على   أن و    مرتبتها زمرة   لتكن   تعريف :

 .  فً  زمرة جزئية سيلوفية ,  –   مرتبتها    جزئٌة فً

–أن  أيبمعنى أخر  –هً أكبر  زمرة جزئٌة سٌلوفٌة ,     فً  زمرة جزئٌة ,  

 

(   )زمرة مرتبتها   : لتكن   مثال          

الحل : تحوي   إن  
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   زمرة جزئٌة مرتبتها  

   زمرة جزئٌة مرتبتها   

   زمرة جزئٌة مرتبتها   

   زمرة جزئٌة مرتبتها  

   زمرة جزئٌة مرتبتها   

   زمرة جزئٌة مرتبتها  

   زمرة جزئٌة مرتبتها   

   زمرة جزئٌة مرتبتها   

   زمرة جزئٌة مرتبتها   

 .  ومرتبتها   زمرة جزئٌة سٌلوفٌة فً   

 .  ومرتبتها   زمرة جزئٌة سٌلوفٌة فً   

 .    ومرتبتها   زمرة جزئٌة سٌلوفٌة فً    

:ملاحظة  تحوي زمرة سٌلوفٌة .  كل زمرة جزئٌة مرتبتها تقبل القسمة على عدد أولً  

 انتهت المحاضرة " "

 


