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  غير المتجانسة  من المرتبة  الخطية لمعادلات التفاضليةا

 ذات الأمثال الثابتة ,  لإيجاد الحل العام لممعادلات التفاضمية الخطية غير المتجانسةأنّو  سابقاً  وجدنا
, ثمَّ نوجد الحل    )دون طرفٍ ثانٍ( وليكن  الحل العام لممعادلة التفاضمية المتجانسة لاً يجب أن نوجد أوّ 

 , وعندئذٍ يكون الحل العام لممعادلة ىو:   الخاص لممعادلة غير المتجانسة )مع طرفٍ ثانٍ( وليكن 
        

  ًيمكن أن يتم بطريقتين )كلىما    , لكن إيجاد الحل الخاص    طريقة إيجاد  ولقد درسنا قبل ,
الآن  إحدى الطريقتين )طريقة تشكيل الطرف الثاني( , و السابقة المحاضرة في درسنامطموبتين( , و 

وىي طريقة شاممة بإمكاننا من   الطريقة الأخرى )طريقة لاغرانج( في ىذه المحاضرة سنتعرّف عمى
 خلليا إيجاد الحل العام لأي معادلة تفاضمية من ىذا النوع.

 ذات الأمثال المتغيرة,   فاضمية الخطية من المرتبة وسندرس في ىذه المحاضرة أيضاً المعادلات الت
 )معادلة أولر, معادلة لوجندر( والتي يمكن ردّىا إلى معادلات خطية ذات أمثال ثابتة

 :  لنبدأ معاً 

 ىي من الشكل:  من المرتبة  نعمم أنَّ المعادلات التفاضمية الخطية غير المتجانسة ذات الأمثال الثابتة
    

( )      
(   )      

(   )          
        ( ) ( ) 

نَّ طريقة تحويل الثوابت )طريقة لاغرانج(, تمكننا من    إيجاد الحل العام لممعادلة السابقة, إذا عمم ليا وا 
 حلً مستقلً خطيّاً, وبأخذ المعادلة التفاضمية الخطية المتجانسة:

   
( )     

(   )     
(   )         

        
 نعمم أنَّ الحل العام ليا ىو من الشكل:

       ( )       ( )         ( ) 
 .خطياً لممعادلة حمول مستقمة           و: ,  ثوابت كيفية          حيث: 
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 :عندئذٍ تنص طريقة لاغرانج عمى ما يمي
 فيكون: , ( )     ( )   ( )  :  تابعة لـ دوال قابمة لممفاضمة           الثوابت  نجعل 

    ( )   ( )    ( )   ( )      ( )   ( ) 

   ∑  ( )   ( )

 

   

 ( ) 

 ( )     ( )   ( )   :تحديد الدوال اليدف ىوو ,  ( )وىو الحل الخاص لممعادلة  
  المعادلة التفاضمية مع طرف ثانٍ:في ونعوض ,   بالنسبة لـ  مرة   ( ) قةالعلطرفي نشتق لذلك 

   ∑  ( )   
 ( )

 

   

 ∑  
 ( )   ( )

 

   

 

 نجعل الحد الثاني في الطرف الأيمن يساوي الصفر: ( )  لتحديد 

∑  
 ( )   ( )

 

   

        ∑  ( )   
 ( )

 

   

 

 نشتق مرة ثانية:

    ∑  ( )   
  ( )

 

   

 ∑  
 ( )   

 ( )

 

   

 

 :الحد الثاني في الطرف الأيمن يساوي الصفرومرة أخرى نجعل أيضاً 

∑  
 ( )   

 ( )

 

   

       ∑  ( )   
  ( )

 

   

 

 مرة حتى نصل إلى العلقة التالية: (   )وىكذا نستمر بنفس الطريقة بالاشتقاق 

 (   )  ∑  ( )   
(   )( )

 

   

     ∑  
 ( )   

(   )( )

 

   

   

 فينتج لدينا:  وأخيراً نشتق لممرة 
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 ( )  ∑  ( )   
( )( )

 

   

 ∑  
 ( )   

(   )( )

 

   

 

  فنحصل عمى العلقة: ( )في المعادلة التفاضمية             ثم نعوض 

  ∑  
 ( )   

(   )( )

 

   

 ∑  ( ) [    
( )

     
(   )

       ]

 

   

  ( ) 

ىو حل لممعادلة التفاضمية المتجانسة فيذا يعني أنَّ الحدَّ الثاني في الطرف الأيمن    ولكن بملحظة أنَّ 
 يساوي الصفر:

∑  ( ) [    
( )

     
(   )

       ]

 

   

   

   ∑  
 ( )   

(   )( )

 

   

  ( ) 

 :وبالتالي نلحظ مما سبق 

∑  
 ( )   ( )

 

   

   

∑  
 ( )   

 ( )

 

   

   

∑  
 ( )   

  ( )

 

   

   

 

 

∑  
 ( )   

(   )( )

 

   

 
 ( )

  
  

 مجيولًا ىي:  معادلة جبرية غير متجانسة وتحوي   لتالي فإنَّ جممة المعادلات ىذه مؤلّفة من وبا

  
 ( )   

 ( )     
 ( ) 



   الفصل الأول                         1معادلات تف اضلية                                    السنة الثانية

   

 

4 

 :عبارة عن معين الحمول الخاصة لياوبالتالي معيّن الأمثال ليا ىو 

||

      
     

  
    

      
 

           

   
(   )

  
(   )

   
(   )

||    

وىذه   غير متجانسة نا ذكرنا بأن المعادلةي الصفر لأنَّ لا يساو  )معين رونسكي( وبما أنَّ ىذا المحدّد
 يمكن تحديد: يكون لمجممة حل وحيد مخالف لمصفر ومنو حموليا الخاصة  تكون مستقمة خطيّاً , وبالتالي

 , وىكذا حصمنا عمى الحل الخاص. ( )     ( )   ( )   
 .. وبالمثال يتضح المقال

 , أوجد الحل العام لممعادلة التفاضمية:)طريقة لاغرانج(  باستخدام طريقة تحويل الثوابت
              

 :ن طرف ثانٍ نوجد الحل العام دو  :أولاً
            

           المعادلة المميزة ليذه المعادلة ىي:   

 (   )               

 وبالتالي الحل العام لممعادلة المتجانسة ىو:حالة الجذر مكرر , 
       

        
 غير المتجانسة )باستخدام طريقة لاغرانج(:نوجد الحل الخاص لممعادلة  ثانياا:
 ( )   ( )  دوال قابمة لممفاضمة:       الثوابت نجعل 

     ( )      ( )      
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 نشتق:
      

 ( )       ( )      
 ( )        ( )      ( )      

 من ىذه المعادلة نجعل:
  
 ( )       

 ( )        ( ) 
      ( )      ( )      ( )      

 نشتق مرة ثانية:
       

 ( )       ( )      
 ( )       ( )      

 ( )     

   ( )      ( )      

 نجعل:
  
 ( )       

 ( )       
 ( )          (  ) 

 نجد:   (  )من  ( )بطرح 
  
 ( )       

 ( )       

    
 ( )       

 ( )       
 ( )         

 

   
 ( )             

 ( )          ( )        
  نعوض 

 :    ( )بـ   ( ) 
  
 ( )             

   
 ( )                

 ( )        
    ( )   ∫         

          نكامل بالتجزئة:                       
              

    ( )   [     ∫     ]             

 وبالتالي الحل الخاص ىو:
   [          ]    [     ]       

 والحل العام المطموب ىو:
            

        [          ]    [     ]      
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 , أوجد الحل العام لممعادلة التفاضمية:)طريقة لاغرانج(  باستخدام طريقة تحويل الثوابت
            

 :نوجد الحل العام دون طرف ثانٍ  :أولاً
        

 المعادلة المميزة ليذه المعادلة ىي:
                         

 التالي الحل العام لممعادلة المتجانسة ىو:وب
                   

 نوجد الحل الخاص لممعادلة غير المتجانسة )باستخدام طريقة لاغرانج(: ثانياا:
 ( )   ( )  دوال قابمة لممفاضمة:       الثوابت نجعل 

     ( )        ( )      
 نشتق:

       ( )        
 ( )                ( )      

 :فرضمن ىذه المعادلة ن
   ( )        

 ( )       ( ) 
               ( )      

 نشتق مرة ثانية:
        

 ( )        
 ( )        ( )        ( )      

 :بالتعويض يكون
   

 ( )        
 ( )           (  ) 

 نجد:   ( ) من

  
 ( )         

 ( )            
 ( )     

 ( ) 
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 :(  )نعوض في 

  
 ( ) 

    

    
        

 ( )                 
 ( ) [

     

    
 

     

    
]       

   
 ( ) 

 

    
      

    

    
       

 ( )       

 بالمكاممة يكون:
  ( )        

:  ومنو فإنَّ

  ( )  
          

    
  

     

    
  

(       )

    
  

 

    
      

  وبالتالي الحل الخاص ىو:

    
     

    
                                  

 الحل العام المطموب ىو:ف
                                        

 من الشكل: )غير ثابتة(  وىي معادلة تفاضمية خطية ذات أمثال متغيرة
   

   ( )     
    (   )                  ( ) 

 ثوابت.           حيث: 
 لردّىا إلى معادلة ذات أمثال ثابتة نستخدم التحويل التالي:
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 :بالاشتقاق مرة أخرىو 
   

   
 

 

  
(
  

  
)  

 

  
[
 

 
 
  

  
]   

 

  
 
  

  
 

 

  
 
   

   
 

   
   

 

  
(  

     
 )         

   (  
     

 )  

 أوجد الحل العام لممعادلة التفاضمية:
                

 نفرض:  إلى معادلة ذات أمثال ثابتة, لردّىا, إذاً نلحظ أنَّ المعادلة ليا شكل معادلة أولر

              
  

  
     

  

  
     

    
  

  
 

  

  
 
  

  
     

  

  
                

 

    
 

 

 
 

   
  

 

 
   

       
      

  
 ولدينا:

   

   
 

 

  
(
  

  
)  

 

  
[
 

 
 
  

  
]   

 

  
 
  

  
 

 

  
 
   

   
 

   
   

 

  
(  

     
 )       

   (  
     

 )  
 المعادلة التفاضمية يكون:بالتعويض في 

  
     

     
       

   
      

       
 المعادلة المميزة ليذه المعادلة ىي:  وىكذا ردت إلى معادلة خطية ذات أمثال ثابتة و

           (   )(   )     
                 

 ىو: وبالتالي الحل العام المطموب
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 أوجد الحل العام لممعادلة التفاضمية:
               

 نفرض:  لردّىا إلى معادلة ذات أمثال ثابتة,, إذاً نلحظ أنَّ المعادلة ليا شكل معادلة أولر

              
  

  
     

  

  
     

ذا قمنا بنفس الخطوات في المثال السابق نجد:  وا 

  
      

   ,       
     

     
  

 بالتعويض في المعادلة التفاضمية يكون:
  

     
     

       
   

      
       

 : وىكذا ردت إلى معادلة خطية متجانسة ذات أمثال ثابتة
 :أولًا: نوجد الحل العام دون طرف ثانٍ 

  
      

      
           المعادلة المميزة ليذه المعادلة ىي:   

 مكرر                (   ) 
 لعام لممعادلة المتجانسة ىو:وبالتالي الحل ا

     
         

   
 ثانياً: نوجد الحل الخاص لممعادلة غير المتجانسة:

𝛼 من المعادلة التفاضمية نلحظ أنّ:   فنعوض في المعادلة المميزة   
𝛼نلحظ أنَّ    ليس جذراً لممعادلة المميزة:    

                 إذاً الحل الخاص من الشكل:       
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   : نشتق:                               لتعيين 
      

   
       

 نعوض في المعادلة )مع طرف ثانٍ(:
                          

   
 

 
 

 ة غير المتجانسة ىو:وبالتالي الحل الخاص لممعادلة التفاضمي

   
 

 
   

 والحل العام المطموب ىو:
          

         
   

 

 
     

 

 
        

 

 
 

 

 
  

   
 

 
(         )  

 

 
   

 عادلة التالية:أوجد الحل لمم 
                             

 نلحظ أنّ ىذه المعادلة ىي معادلة أولر من المرتبة الثانية:
                                                 نفرض: 

  

  
       

  

  
                  

    
  

  
 

  

  
 
  

  
     

  

  
 

 

 
  

  
     

    
  

   

   
 

 

  
(
  

  
)  

 

  
[
 

 
 
  

  
] 

  
 

  
 
  

  
 

 

  
 
   

   
   

   
 

  
(  

     
 )       
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 بالتعويض نجد:
  

     
    

                   
   

      
                   

 نوجد الحل العام دون طرف ثانٍ:
  

      
 المعادلة المميزة                      

     ( )( )             √   √   

     
   √  

 
   √          √    

 الحل العام:  
     (     √        √  ) 

 ىنا لدينا معادلتين: نوجد الحل الخاص مع طرفٍ ثانٍ, ونلحظ
   (أ) 

      
           

   (ب)
      

              
:  لنأخذ المعادلة )أ( نلحظ أنَّ

 نعوض في المعادلة المميزة فنجد أنّوُ ليس جذر لممعادلة المميزة          
 الحل الخاص من الشكل:   

                 
   

                 
   

                  
 :)أ(نعوّض في المعادلة 

                                                    
 (     )      (     )          

  

{
 
 

 
                     

 

 
 

             ( 
 

 
 )       

 

 
     

  

 
    

   
 

  
      

 

 
(

 

  
)   
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 الحل الخاص ىو:   

    
 

  
     

 

  
     

:  لنأخذ المعادلة )ب( نلحظ أنَّ
 نجد أنّوُ ليس جذر لممعادلة المميزةنعوض في المعادلة المميزة ف       

 الحل الخاص من الشكل:   
     (             ) 

   
    (             )    (              ) 

   
     (             )    (              )

   (              )    (              ) 
 :)ب(نعوّض في المعادلة 

  (             )    (              )    (              )

   (              )     (             )

    (              )     (             )          
    (             )    (              )          

 :  بالاختصار عمى 
 (             )  (              )       
                                    

                     

 {
         

        
 

 

 

 الحل الخاص ىو:   
     

 

 
        

 الحل العام لممعادلة التفاضمية:  
              

       (     √        √  )  
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 : نعوّض قيمة 

   (     √          √    )  
 

  
       

 

  
       

 

 
         

 عادلة تفاضمية خطية ذات أمثال متغيرة من الشكل:وىي م
  (    )   ( )    (    )    (   )        (    )         ( ) 

 وىذه المعادلة تردُّ إلى معادلة أولر إذا استخدمنا التحويل:
       

 ثال ثابتة مباشرة باستخدام التحويل:أو يمكن أن ترد إلى معادلة ذات أم
        

 أوجد الحل العام لممعادلة التفاضمية:
(   )     (   )          

 نفرض:   لردّىا إلى معادلة ذات أمثال ثابتة,, إذاً نلحظ أنَّ المعادلة ليا شكل معادلة لوجندر
               

    (   )   
  

  
 

 

   
 

    
  

  
 

  

  
 
  

  
 

 

   
 
  

  
     

    
  

 

   
   

  

 ولدينا:
  

   
   

   
 

 

  
(
  

  
)  

 

  
[

 

   
 
  

  
]   

 

(   ) 
 
  

  
 

 

(   ) 
 
   

   
 

   
   

 

(   ) 
(  

     
 )  (   )    

   (  
     

 ) 
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 بالتعويض في المعادلة التفاضمية يكون:
  

     
    

     (    )    

   
      

          ( ) 
 : وىكذا ردت إلى معادلة خطية متجانسة ذات أمثال ثابتة

 :أولًا: نوجد الحل العام دون طرف ثانٍ 

  
      

      
           المعادلة المميزة ليذه المعادلة ىي:   

 مكرر               (   ) 
 وبالتالي الحل العام لممعادلة المتجانسة ىو:

     
        

  
 ثانياً: نوجد الحل الخاص لممعادلة غير المتجانسة:

𝛼 من المعادلة التفاضمية نلحظ أنّ:   فنعوض في المعادلة المميزة   
𝛼نلحظ أنَّ    يمثل جذراً مضاعفاً لممعادلة المميزة:    

            إذاً الحل الخاص من الشكل:                
   

                 
   

                          
                  

 )مع طرف ثانٍ(:( ) نعوض في المعادلة  
                                             

 {                      
 

 
    

  

 وبالتالي الحل الخاص لممعادلة التفاضمية غير المتجانسة ىو:
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 والحل العام المطموب ىو:

          
        

  
 

 
       

      (   )     (   )   (   )   
 

 
(   )    (   )    

 أوجد الحل العام لممعادلة التفاضمية:
(   )      (    )        (    )  

 نفرض:   لردّىا إلى معادلة ذات أمثال ثابتة,, إذاً نلحظ أنَّ المعادلة ليا شكل معادلة لوجندر

          
    

 
  

    (    )   
  

  
 

 

    
 

    
  

  
 

  

  
 
  

  
 

 

    
 
  

  
     

    
  

 

    
   

  

 :ولدينا
  

   
   

   
 

 

  
(
  

  
)  

 

  
[

 

    
 
  

  
]   

 

(    ) 
 
  

  
 

 

(    ) 
 
   

   
 

   
   

 

(    ) 
(  

     
 )  (    )    

    (  
     

 ) 

 بالتعويض في المعادلة التفاضمية يكون:
 (  

     
 )      

            
   

      
           ( ) 

 : ذات أمثال ثابتة المرتبة الثانيةمن رفٍ ثاني( ط )معخطية  تفاضمية وىكذا ردت إلى معادلة
 : ييم نتبع مالحميا 
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 :أولًا: نوجد الحل العام دون طرف ثانٍ 
  

      
        

           المعادلة المميزة ليذه المعادلة ىي:   
 مكرر               (   ) 

 وبالتالي الحل العام لممعادلة المتجانسة ىو:
     

         
   

 ثانياً: نوجد الحل الخاص لممعادلة غير المتجانسة:
𝛼 من المعادلة التفاضمية نلحظ أنّ:   فنعوض في المعادلة المميزة   

𝛼نلحظ أنَّ    يمثل جذراً مضاعفاً لممعادلة المميزة:    
 إذاً الحل الخاص من الشكل:        

          
 الطرفين:شتق ن

   
                  

 أخرى:مرة نشتق 
       

                                 
                        

 :أنَّ بالتعويض والاختصار جد , ون )مع طرف ثانٍ(( ) في المعادلة            نعوض
    

 وبالتالي الحل الخاص لممعادلة التفاضمية غير المتجانسة ىو:
         

 والحل العام المطموب ىو:
          

         
         

      (    )     (    )    (    )   (    )     (    )  

  

 لا تنسونا من صالح دعواتكم  


