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 السؤال الاول :

 , مجموعتً الأعداد الصحٌحة والطبٌعٌة على الترتٌب     لتكن  (1

               أثبت أن :  

 وأن كل       حٌث          بحٌث          أثبت أنه ٌوجد     وأن        لٌكن  (2

 ٌتعٌنان بشكل وحٌد .                                                                                                     من 

̅  ̅          أثبت أن:          وأن   علاقة تكافؤ معرفة على المجموعة   لتكن  (3   ̅ 

 .أذكر نص كل من : شرط الاستقراء _ تمهٌدٌة زورن (4

السؤال الثانً : زمرة . والمطلوب :       لتكن  

 أذكر نص مبرهنة لاغرانج ثم أثبت على صحته . (1

    هً من الشكل     كل زمرة جزئٌة من زمرة الخارج أثبت أن     زمرة جزئٌة ناظمٌة فً    لتكن  (2

 .   تحوي   زمرة جزئٌة فً    حٌث 

تحوي   أثبت أن الزمرة ف    ومترتبتها تقبل القسمة على العدد الاولً تبدٌلٌة ومنتهٌة    اذا كانت الزمرة (3

 .  مرتبته  عنصر

دوارة هو زمرة     الشرط الازم والكافً كً تكون  أثبت أن تٌنمنتهٌ تٌندوار تٌنزمر     لنفرض أن (4

 أعداد أولٌة فٌما بٌنها .    أن تكون مرتبة كل من 

 .      أو تماثل الزمرة     إما تماثل   أثبت أن  ,  منتهٌة مرتبتها تساوي   اذا كانت الزمرة  (5

تشكل    فإن المجموعة     زمرة الاعداد الصحٌحة . أثبت أنه لأجل اي عدد صحٌح     لنفرض أن  (6

 . ؟    أو تماثل   زمرة جزئٌة فً     تكون      . وهل من اجل   زمرة جزئٌة فً 

السؤال الثالث : انمطهُب :   صمشج الأعذاد انصحٍحح تانىغثح نعمهٍح انعشب تانمقاط               نركه  

 .     شكم جذَلا ذثٍه فًٍ مقهُب َمشذثح جمٍع عىاصش انضمشج شم  .      أَجذ عىاصش انضمشج  (1

 َأَجذ جمٍع مُنذاذٍا.      فً انضمشج  دَاسج ذشكم صمشج جضئٍح  {       }  أشثد ان انمجمُعح  (2

 .        اَجذ انضمشج  (3

 .        شم أَجذ صمشج انخاسض       فً انضمشج   أَجذ جمٍع مشافقاخ انضمشج انجضئٍح   (4

 . 2مشذثح كم مىٍا ذغاَي       صمش جضئٍح مخرهفح فً انضمشج   أَجذ شلاز (5

صمشجًٌ       ٌم انضمشج  (6  دَاسج .              أشثد أن صمشج انخاسض ( 7. ؟   

  .                 ذحقق       فً انضمشج   أَجذ صمشج جضئٍح فً   (8
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 السؤال الاول:

 بالشكل التالً :        لنعرف العلاقة  (1

                 {
                            
 | |                             

 

 عندئذ :    بحٌث         تطبٌق لأنه إذا كان    إن

 فً حالة                                   

           

 | |  فً حالة                              | |  

      

           

 تطبٌق .   ففً كلا الحالتٌن 

 فإن :            بحٌث         متباٌن  لأنه إذا كان    كما إن

                                      

                  | |   | |               

         | |                     

     
    

 
   

     بفرض    

   
 

 
 مرفوض     

 متباٌن .   أن تكون موجودة ومنه  نومنه الحالة الثالثة لا ٌمك

 غامر لأنه :   واخٌراً إن 

 عندئذ تمٌز حالتٌن :       لٌكن 

زوجً عندئذ :     
 

 
 و          

 

 
     

 كون 
 

 
 عنصر فً المنطلق لذلك بإمكان أخذ الصورة المباشرة له .    

 (
  

 
)   |

  

 
|          

      كما ان زوجً      فردي ومنه    
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       عندئذ :
   

 
 

  (
   

 
)   (

   

 
)              

 غامر    ومما سبق نجد أن التطبٌق 

 ان . أيوبالتالً فهو تقابل 

                

 

      {                      }  لنأخذ المجموعة : (2

 خالٌة أم غٌر خالٌة وهنا نمٌز حالتٌن :   لنرى إذا كانت 

        وهنا واضح أن       

         أي أن         بحٌث       وبالتالً ٌوجد 

 وٌتم المطلوب .    و      وهنا  

 ٌتعٌنان بشكل وحٌد .     انبقً ان نثبت 

 إن الصفر ٌتعٌن بشكل وحٌد ) لا ٌوجد صفران غٌر متساوٌان (

                      نفرض انه ٌوجد     وفرضاً 

    متساوٌان لان                 ومنه 

      غٌر خالٌة    ٌجب إثبات أن. 

 سنمٌز ثلاث حالات :    إذا لنبرهن أن 

          ومنه         ومنه           فٌكون :       عندئذ نختار       (1

 لٌست خالٌة .  ومنه 

 نجد أن :     عندئذ نختار      (2

            

 .                   وبالتالً المجموعة       

 غٌر خالٌة.  وهكذا نجد أن              وبالتالً           فنجد :      نختار       (3

حٌث :        حٌث أن    تحوي عنصر أصغر ولٌكن    ومنه     وكما أن       مما سبق نجد أن 

              :        
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        أي أن :  

 :    لنبرهن أن الأن 

}لدٌنا العلاقة من أجل عددٌن إما  :
   
   
   

 

 و لنأخذ :      عندئذ:    نفرض أن الحالة الاولى :  

             ⏟  
 

    ⏞
موجب

  ⏞
موجب

   

 ومنه                 

                             

 .   عنصر أصغر فً    وهذا ٌناقض كون 

 عندئذ:    نفرض أن الحالة الثانٌة : 

              ⏟  
 

   

        وبالتالً

الحالة الثانٌة مرفوضة  كونتف     وقٌمته تساوي الصفر وهذا ٌناقض كون                  ومنه    

      لدٌنا  وٌكون 

 وبذلك ٌكون :

      كان       فً الحالة الأولى 

       كان        وبحالة       فً الحالة الثانٌة 

        وبكلتا الحالتٌن 

 بقً ان نبرهن الوحدانٌة بالنسبة للحالة الثانٌة 

          و                 لنفرض أن :  

 .         وأن                 حٌث : 

               عندئذ          لنفرض جدلا أن   
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         حٌث        لنفرض أن 

                                                                 

      ومنه  وهذا غٌر ممكن .

                  ومنه      ولدٌنا                      وبالتالً

 ويتم المطلوب.

 

 وذلك حسب تعرٌف صف التكافؤ .    ومنه حسب التعرٌف  ̅     بفرض أن    " (3

   ̅ نثبت أنه  ٌنتمً ل   ̅  الآن نأخذ عنصر كٌفً ٌنتمً لـ 

 ̅ و نثبت أنه ٌنتمً ل  ̅ وبالعكس نأخذ عنصر ٌنتمً لـ 

    تناظرٌة لأنها علاقة تكافؤ ٌنتج أن    إن )حسب تعرٌف صف التكافؤ (     عندئذ  ̅     لٌكن 

 متعدٌة  ٌصبح كما ٌلً علاقة    و  

{
   
   

              

̅ وبالتالً  ̅     ومنه    ̅ . 

     تناظرٌة لأنها علاقة تكافؤ ٌنتج أن    إن )حسب تعرٌف صف التكافؤ (     عندئذ  ̅     لٌكن 

 

 .     ومنه   ̅     ولدٌنا 

}     أصبح لدٌنا 
   
    

̅   ومنه  ̅     علاقة متعدٌة وبالتالً ٌكون   لأن       ̅ 

̅ )  من الاحتوائٌٌن    ̅     ̅ ̅ نجد ( ̅       ̅ . 

̅ نفرض أن      ̅   بما أن  ̅     ولنبرهن أن  ̅       ̅ 

 عندئذ: علاقة انعكاسٌة    لأن  ̅      و لدٌنا 

        ̅  . علاقة انعكاسٌة     وذلك لكون ̅   

 مجموعة جزئٌة مرتبة       :لتكن نص الاستقراء  (4
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 : قضٌة ما θلتكن  مبدأ الاستقراء :

a ًتحقق القضٌة    _ إن جمٌع العناصر الأصغرٌة فθ . 

b المحققة القضٌة     التً من أجلها       إذا كانت جمٌع العناصر       _ ولتكنθ  تؤدي الى ان العنصرa 

 .  θٌحقق القضٌة 

 . θتحقق القضٌة    عندئذ جمٌع عناصر المجموعة 

 

غٌر خالٌة ومرتبة كلٌا تملك    مجموعة مرتبة جزئٌا إذا كانت كل مجموعة جزئٌة من        لتكن :  تمهيدية زورن

 حد اعلى 

 واحدا على الأقل .عنصر اعظمً ) اصغري (  P)ادنى ( عندئذ ٌوجد فً 

 السؤال الثانً :

 ة لاغرانج : مبرهن (1

 زمرة جزئٌة فٌها عندئذ :   زمرة منتهٌة و    لتكن 

                 

الاثبات :                         ولنفرض ان         لنفرض ان  

 { ة        }   ولما كانت المجموعة  Gفً  Hجمٌع المرافقات الٌسارٌة للزمرة الجزئٌة 

⋃  نجد ان  Gتشكل تجزئة للزمرة     
 
    

      ∑        

 

   

 

                                

                           

          

                 

 

 ولنأخذ المجموعة :    زمرة جزئٌة فً الزمرة  ̅ لتكن  (2
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  {                          ̅} 

⏞ لأن                   واضح أن 
محاٌد الزمرة 

        ̅   

 .        ومنه 

    زمرة جزئٌة فً    لنبرهن أن 

 عندئذ:         لٌكن 

             ̅ 

 ̅                   زمرة جزئٌة فإن :          ̅ حٌث 

       ̅               حسب تعرٌف المقلوب فً زمرة الخارج نجد :

 ̅                حسب تعرٌف الجداء فً زمرة الخارج نجد :       

 . ̅ ٌولد مرافقة تنتمً إلى       حٌث 

 .    زمرة جزئٌة فً    ومنه              وهذا ٌبٌن أن 

  ولنبرهن الآن إنها تحوي 

  ̅          فإن          

 .     وهذا ٌبٌن أن          فإن    وحسب تعرٌف 

̅ لنبرهن أن  أي     لنبرهن الان أنها من الشكل        

 زمرة     وبالتالً فإن   ناظمٌة فً   ومنه فإن      وأن   زمره جزئٌة ناظمٌة فً   لدٌنا 

̅  فإن    ̅ عندئذ حسب تعرٌف   ̅    ̅  لٌكن            

 ومنه فإن :       فإن   عندئذ وحسب تعرٌف  ̅       ولما كان       حٌث 

  ̅            

   ̅        

 الاحتواء المعاكس :

̅ عندئذ       ̅ لٌكن    فإن  ومنه حسب تعرٌف       حٌث        

  ̅   ̅       وهذا ٌبٌن أن    ̅        
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 ومن الاحتوائٌن نجد :

 ̅      

من أجل  :    حٌث mعلى  وحسب الاستقراءعدد صحٌح  mحٌث            لنفرض أن  (3

    

     فإن          

                 دوارة فإن :        عندئذ 

 .  فً  تماما   المحتواةو الجزئٌة لأجل جمٌع الزمر  ةصحٌح القضٌةلنفرض أن 

 نمٌز حالتٌن :

 وحسب لاغرانج فإن :  دلٌلها لا ٌقبل القسمة على     زمرة جزئٌة   توجد فً  (1

                     

  وحسب الفرض الاستقرائً ٌوجد فً   تقبل القسمة على       ومنه   تقبل القسمة على  لا      وبما أن  

 .  عنصر مرتبته    فً وبالتالً فإن  عنصر مرتبته 

 .  تقبل القسمة على   الزمر الجزئٌة المحتوات تماما فً  أدلة كل  (2

 من حٌث المرتبة .  هو العنصر الأكبر فً   . ولنفرض أن   تماما فً  ةجمٌع الزمر المحتواهً   لنفرض أن 

         زمرة جزئٌة أعظمٌة )كل عنصر اكبر هو عنصر أعظمً ( ولنفرض أن     إن 

تحوي عنصر   وبالتالً   تحوي عنصر مرتبته   وحسب الفرض الاستقرائً فإن   ٌقبل القسمة على   اذا كان 

 وٌتم المطلوب .  مرتبته 

    لدٌنا   لاٌقبل القسمة على   أما اذا كان 
 ولنفرض أن     بحٌث      د عنصر عندئذ ٌوج     

        وأن             

    وأن   زمرة جزئٌة فً      نلاحظ أن 
أعظمٌة ووجدنا أكبر منها ولا   )لان          ومنه        

    لأنه فرضنا أن          تساوٌها فهً حتما 
    ) 

 : الثانٌة أٌضا لدٌنا حسب مبرهنة التماثل

 

 
 

   

 
 

 

   
 

 ومنه 

(
 

 
  )  (

 

   
  ) 
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 مرتبه زمرة الخارج هو الدلٌل وبالتالً 

 

              

                          حسب لاغرانج   

                     ⏟
لا تقبل القسمة على 

  

 عندئذ :    تقبل القسمة على  لا   ولما كانت مرتبة 

 .   تقبل القسمة على         

                                : فإنوبما 

  هً   تحوي زمرة جزئٌة مرتبتها    دوارة فإن   لما كانت و
 

 وهذه ٌبٌن أن    

 
 
      

 ) :       اوأن مرتبته
 

  )    

 

                                 لنفرض أن  (4

                ولنفرض أٌضا أن  

             

 حسب ما وجدنا سابقا أن مرتبة أي زمرة دوارة تساوي مرتبة المولد لها .

                 

(       ) وأٌضا               و نرٌد اثبات أن :    

       دوارة                

 لزوم الشرط :◄

       دوارة  لنفرض أن    
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  فإن :     ٌقسم كل من    وبما أن                 نفرض جدلا أن 
 

 و  tو مرتبته     
 

و     

 أي : tمرتبته 

 ( 
 
 )               ( 

 
 )    

 )حسب المبرهنة السابقة : وبما ان ومنه 
 

     )      )و       
 

 )      

 ( 
 
     )              

 (     
 
 )              

 ومنه إن كل من الزمرتٌن :

  
 
         و        

 
          

 وهاتان الزمرتان مختلفتان .  وكل منها دوارة لها نفس المرتبة وهً      زمرتٌن جزئٌتٌن فً 

 فضلا عن ذلك :

  
 
                

 
     

 وهذا غٌر ممكن

 .              ومنه نجد تناقض وبالتالً 

 كفاٌة الشرط :◄

 عندئذ :              لنفرض أن 

            

     زمرة جزئٌة فً         ومنه 

(         )           أولٌان فٌما بٌنهما (n.m لأن (          

             فإن  ومنه

 دوارة .     أي أن 

         تبدٌلٌة لأن   أن         زمرة منتهٌة وإن   لتكن   (5

     دوارة فإن   إذا كانت  -
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   ولتكن   تحوي زمرة جزئٌة مرتبتها   حسب المبرهنة السابقة فإن  لٌست دوارة  لنفرض أن  -

     بحٌث     اي ٌوجد     ومنه       :       دوارة وبالتالً   إن 

 حٌث          أي أن     دوارة مولدة بالعنصر مرتبتها   وأن        ولنضع 

   فإن مرتبتها تقسم مرتبة   زمرة جزئٌة فً   أن 

 {   }             {   }  ومنه 

 تكون تبدٌلٌة ((   حسب نص سابق ))كل زمرة منتهٌة مرتبتها  Gناظمٌة فً     إن كل 

 .  زمرة جزئٌة فً     ومنه 

          لأن إذا كان         وأن 

 وأٌضا :     ولنفرض جدلا ان 

            

             
 

 وهذه تناقض ومنه       وبالتالً        : فإن ومنه         ومنه 

        

 ونعلم أن

               قانون حفظ
           

       
 

                      

                

   ومنه اذا كانت دوارة فهً تماثل 

        واذا لم تكن دوارة فهً تماثل 

 

 .         كون         لٌست خالٌة          (6

 بحٌث :          عندئذ ٌوجد           لٌكن 

         و                         

                      ⏟      
عدد صحٌح

  

 .     زمرة جزئٌة فً     الشرط محقق ومنه 
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      من أجل 

 .  تختلف عن عملٌة المعرفة على     لان العملٌة المعرفة على   لٌست زمرة جزئٌة فً       -

 وذلك لأن :     لا تماثل      كما أن  -

𝜶           

 وبفرض أنه ٌوجد تماثل فالتباٌن محقق ومنه 

 نلاحظ أن :

𝜶     𝜶           ⏟            
   مرات

 𝜶    𝜶      𝜶   ⏟                
   مرات

 

     𝜶      𝜶        

 ومنه نستنتج أن 

𝜶     𝜶    

        وهذا غٌر ممكن وبالتالً الفرض الجدلً خاطئ أي أن      متباٌن فإن  𝜶وبما ان 

 

 السؤال الثالث :

 .          أوجد جمٌع عناصر الزمرة  (1

 .   العناصر الأولٌة مع الاعداد الاصغر من الحل :

     {                            } 

      {                  } 

هو         للحصول على مقلوب كل عنصر نأخذ العنصر الذي ٌكون ناتج تنفٌذ العملٌة معه ٌعطً الحٌادي وبما أن 

 ((  نكتفً بالتالً ))علما أن النواتج تكون باقً القسمة على   

                                

                            

                         

 لتالً ٌكون جدول المقالٌب هو :وبا
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 الأن للحصول على مرتبة العناصر نرفع كل عنصر للاس وعندها ٌظهر المحاٌد نأخذ الأس كمرتبة للعنصر 

 (.      جلة موجب لأ) الأس عبارة عن اصغر عدد 

      

                                      

                

                           

                            

                     

                                   

                 

 

 وبالتالً ٌكون جدول مراتب العناصر هو :

                     
                     

 

ٌجب أن           زمرة جزئٌة فً   وإثبات أن       منتهٌة وجزئٌة من   نلاحظ أن المجموعة  (2

 ٌتحقق الشرط : 
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 .     مولدة بـ  أي أن 

 (      ) تعرٌف الزمرة الجزئٌة من الشكل  {                    }       (3

       فإنوبالتالً 

       {        } 

 

 عدد المرافقات حسب لاغرانج ٌكون : (4

          
         

     
 

 

 
   

          بحٌث     لنوجد كل المرافقات الٌسارٌة وهً من الشكل 

 ومنه فإن :             نعلم أن 

    {       } 

    {       } 

    {       } 

    {       } 

 وبالتالً فإن 

                

 ولنوجد المرافقات المتبقٌة :

    {          }                 

 .        وبذلك ٌكون لدٌنا مرافقٌن مختلفٌن وهما : 

 لنوجد زمرة الخارج :

وبالتالً       ناظمٌة فً   فإن       زمرة جزئٌة من   زمرة تبدٌلٌة و       بما أن 
     

 
معرفة وبالتالً  

 تكون زمرة الخارج :

     

 
 {              }  {       } 
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 )أوجدنا مراتب هذه العناصر بالطلب الأول(                    لنأخذ  (5

 لنأخذ الزمر المولدة بهذه العناصر اي 

  {   } 

   {    } 

   {    } 
               زمرة لان :    هً           إن  (6

 .  زمرة لأن مرتبتها قوة للعدد الأولً    وهً 

 وجدنا أن  (7

       {        } 

 وأن 

          (            )           

 أن  أي

(            )  
         

          
   

 وهو اولً فتكون دوارة . 2وبما ان عدد عناصرها 

 دوارة  (            )دوارة واٌضا وجدنا أن        إن  (8

(            )أن للزمرتٌن نفس المرتبة فهً متماثلة  بماو     

   {   }      ولنفرض أن 

(            )ومنه        

 

 

 انتهى الحل
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 السؤال الأول :

 تحوي عنصر أصغري .   أثبت ان كل مجموعة جزئٌة وغٌر خالٌة فً  (1

 تمهٌدٌة زورن . –مبدأ الاستقراء  –أذكر نص كل مما ٌأتً : الشرط الأصغري  (2

 الاستقراء .أثبت ان كل مجموعة مرتبة جزئٌا وتحقق الشرط الأصغري تكون محققة لمبدأ  (3

صفً تكافؤ المولدٌن  ̅  ̅ ولنفرض أن         ولٌكن    علاقة تكافؤ معرفة على المجموعة   لتكن  (4

}أثبت أنه  ,على الترتٌب     بالعنصر 
 ̅   ̅  إما          

 ̅   ̅  أو      
. 

السؤال الثانً : زمرة والمطلوب :  لتكن  

 .               أثبت أن         اذا كان  (1

 تكون أٌضاً دوارة .  دوارة . أثبت أن اي زمرة جزئٌة فً   اذا كانت الزمرة  (2

هو    زمرة جزئٌة فً    . أثبت أن  الشرط الازم والكافً كً تكون   مجموعة جزئٌة منتهٌة  فً  : لتكن  (3

                           أن ٌتحقق الشرط  الأتً :          

 فً هذه الحالة تكون دوارة .  أثبت أن الزمرة          اذا كانت  (4

 أثبت أن:  ناظمٌة فً   . اذا كانت الزمرة الجزئٌة   زمرتٌن جزئٌتٌن فً     تكون  (5

            

   فإن المجموعة     زمرة الأعداد الصحٌحة . أثبت أنه لاجل اي عددي صحٌح     لنفرض أن  (6

 .؟  او تماثل   زمرة جزئٌة فً      تكون       وخل من اجل   زمرة جزئٌة فً تشكل 

السؤال الثالث : المطلوب :   زمرة الأعداد الصحٌحة بالنسبة لعملٌة الضرب بالمقاس               لتكن  

 .     شكل جدولا تبٌن فٌه مقلوب ومرتبة جمٌع عناصر الزمرة ثم  .      أوجد عناصر الزمرة  (1

 . ثم أوجد جمٌع مولداتها.دوارة      اثبت أن الزمرة  (2

                  اوجد الزمرتٌن الجزئٌتٌن   (3

 .      فً الزمرة  دوارة تشكل زمرة جزئٌة  {      }  أثبت ان المجموعة  (4

 .        ثم أوجد زمرة الخارج       فً الزمرة   أوجد جمٌع مرافقات الزمرة الجزئٌة   (5

 .      فً الزمرة   أوجد عدد جمٌع الزمر الجزئٌة التً مرتبة كل منها تساوي  (6

 دوارة ولماذا ؟           . هل الزمرة   زمرة الأعداد الصحٌحة بالنسبة لعملٌة الجمع بالمقاس      لتكن  (7

 .         فً الزمرة       ثم أوجد مرتبة العنصر 
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 السؤال الاول :

 ومٍض انحالاخ انرانٍح :   مجمُعح جضئٍح َغٍش خانٍح فً    نركه   (1

 .ذحُي عىصش أصغش    عىذئز       إرا كان  َاذحرُي عىصش أصغش   عىذئز      (1

2)           َ      

         {                         }  نىأخز انمجمُعح:   

         كما ان               لان             

ٌَزا       َ ان           عىذئز        عىذئز ٌُجذ     لأوً  ارا فشظىا جذلا أوً  

     ذىاقط َمىً 

        فإن       ارا كان       ارا كان لأجم  َوً       تحٍس       َتانرانً ٌُجذ عىصش 

 غٍش ممكه .ٌَزا    وجذ ان 

 

                    فإن          َنما كان  

       َنىثشٌه أن 

 عىذئذ     نىفشض جذلاً ان 

                 

        اي ان 

       

       نفرض أن   

      عندئذ 

               ( نجد :  1نضٌف ونطرح مقدار )

                   وبالتالً فإن 

        وهذا ٌناقض كون        ϵ    فإن  الفرض وحسب 

 وٌحقق        ومنه فإن 

                

    فً  هو عنصر أصغر   وهذا ٌبٌن ان العنصر 

مجموعة مرتبة جزئٌاً وبما أن كل عنصر أصغر هو عنصر أصغري نجد أن كل مجموعة جزئٌة وغٌر خالٌة  Nكون 

 تحوي عنصر أصغري و وهذا هو المطلوب . Nفً 
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 تحوي عنصر أصغري .   كل مجموعة جزئٌة وغٌر خالٌة فً     (2

 قضٌة ما θلتكن              

a ًتحقق القضٌة    _ إن جمٌع العناصر الأصغرٌة فθ . 

b المحققة القضٌة     التً من أجلها       إذا كانت جمٌع العناصر       _ ولتكنθ  تؤدي الى ان العنصرa 

 .  θٌحقق القضٌة 

 . θتحقق القضٌة    عندئذ جمٌع عناصر المجموعة 

  اعلى غٌر خالٌة ومرتبة كلٌا تملك حد   مرتبة جزئٌا إذا كانت كل مجموعة جزئٌة من مجموعة        لتكن 

 .واحدا على الأقل عنصر اعظمً ) اصغري (  Pعندئذ ٌوجد فً (  ادنى)

 

 مجموعة جزئٌة مرتبة      لتكن   (3

 إرا كاود : θانقعٍح  قلا ذحقانرً    ًٌ مجمُعح انعىاصش    نىفشض 

 ٌرم انمطهُب.     (1

   عىصش أصغشي َنٍكه    عىذئز َحغة انفشض فإن ٌُجذ فً      (2

 . θلا ٌحقق انقعٍح    تانرانً  

 . θلا ٌحقق انقعٍح  َوً Pنٍظ أصغشٌا فً  aَاٌعا 

 .     َان    تحٍس        َمىً ٌُجذ عىصش 

 .θٌحقق انقعٍح   ٌَزا ٌثٍه ان انعىصش        َتانرانً فإن           

 .    ٌَزا غٍش ممكه َتانرانً  θٌحقق انقعٍح  aفإن انعىصش  bانفشض َحغة 

 .θذحقق انقعٍح   pان جمٍع عىاصش انمجمُعح  أي

 

 

̅  إذا كان     (4   ̅  فإنه ٌتم المطلوب .     

̅ كان     إذا   ̅  أي تحوٌان على الأقل عنصر مشترك     

        ̅   ̅        

̅ انتمى إلى صف تكافؤ فإن  من احد صفوف التكافؤ قد اذا كان عنصر مبرهنة حسب   ولنحقق ذلك : ̅  

      ̅      ̅   ̅              ̅      ̅   ̅ 
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     ̅   ̅ 

 

 السؤال الثانً : 

 وٌحقق أي عنصر .            ومنه لكل عنصر مقلوب أي :          فإن          بما أن  (1

 .                 مع المقلوب له ٌعطً المحاٌد أي أن : 

                   . 

 من الٌسار    نضرب بـ 

                  . 

 من الٌسار    نضرب بـ 

               

 وبالتالً :      أي أن    زمرة دوارة فإنها مولدة بالعنصر    بما أن   (2

 نمٌز حالتٌن :   زمرة جزئٌة فً   لتكن 

   زمرة دوارة .   وبالتالً       عندئذ  { }  إذا كانت 

  بحٌث       فإنه ٌوجد        ولما كان     وإن       عندئذ ٌوجد  { }  لنفرض أن     

  {                   }  نأخذ المجموعة 

أي أن          َمىً   ذحُي عىصش أصغش َنٍكه    َمىً        َتانرانً         لأن          

        . 

 نىصثد الاحرُاء انمعاكظ 

تحٍس          ٌُجذ     حغة خُاسصمٍح انقغمح لأجم عذدٌه َ       حٍس      َمىً       نٍكه 

        َأن           

       عىذئز      نىفشض جذلا أن 

                          

  kٌُجذ عىصش اصغش مه     َ     َتانرانً فإن                وجذ        وعشب تمقهُب 

 وبالتالً :      ومنه     عىصش اصغش َمىً  k َنَتانرانً انفشض انجذنً خاغئ 

                     

       وبالتالً فإن         وهكذا نجد ان 
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 البرهان : (3

تحقق الشرط الثانً أي تحقق عندئذ حسب المبرهنة الاخٌرة فإنها  زمرة جزئٌة   لزوم الشرط  : لنفرض أن  (1

 وٌتم المطلوب .                              

 ولنبرهن على انه                            تحقق الشرط  H: لنفرض أن كفاٌة الشرط  (2

                   

 ومٍض حانرٍه :      نٍكه  -

                 عىذئز               (1

                     َحغة انششغ ارا كان     (2

      عىذئز     وفشض أن     َكُن       َ أن       تحٍس           مىرٍٍح ٌُجذ    َتما أن 

        أي أن     

                 نذٌىا أٌعا 

                                 

ٌَزا ٌخانف كُوىا      ذصثح     فإوً انعلاقح        لأوً تحانح        ٌَزا ٌثه أن         

          َتانرانً           َمىً فإن        ٌَزا ٌثٍه أن        فشظىا أن    

  ⏟        َوحه نذٌىا 
مقهُب  

                        

 فىحصم عهى انمحاٌذ .   َوعشب مع عىصش ٌىرمً إنى            حٍس 

 .  صمشج جضئٍح فً    مما عثق وجذ أن                 ٌَزا ٌثٍه أن 

وأٌضا    ولٌكن   تحوي عنصر مرتبته   حسب مبرهنة سٌلوف الأولى فإن              لدٌنا  (4

         حٌث      وأن   ولٌكن    تحوي عنصر مرتبته 

                        

 كل منهما زمر دوارة       وأن         نفرض ان 

 وأن  .         لأنه إذا كان           وأن 

        نجد ان         بفرض أن 
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    ومنه     وبالتالً     ٌقسم   ومنه 

 

"((    هً سٌلوفٌة    فإن  فإن   لا تقسم مرتبة    )) " كون    زمرة جزئٌة سٌلوفٌة فً    هً زمرة   إن 

   وتقسم مرتبة      وعدد هذه الزمر الجزئية تساوي 

 مقبول                                                            

{
                         
                         

  مرفوض كون كل واحد منهم لا ٌقسم مرتبة 

واحدة   زمرة جزئٌة سٌلوفٌة مرتبتها    وهذا ٌبٌن انه ٌوجد   لا ٌقسم مرتبة      فإن العدد      بالتالً 

 فقط وبالتالً فهً ناظمٌة .

ويجب أن يقسم      وعدد هذه االزمر الجزئية يساوي   مرتبتها   زمرة جزئٌة سٌلوفٌة فً    هً   إن 

 .  مرتبة 

 مقبول                                                                                      

{
                         

                             
 مرفوض            

وبالتالً توجد زمرة جزئٌة واحدة فقط من   لاٌقسم مرتبة      فإن العدد       وهذا أٌضا نلاحظ أن لأجل 

 واحدة فقط وبالتالً فهً ناظمٌة .  مرتبتها   زمرة جزئٌة سٌلوفٌة فً    الشكل : 

    زمرة جزئٌة فً     ومن فإن   زمرة جزئٌة ناظمٌة فً      أصبح لدٌنا 

      

 

      لنعرف العلاقة :  (5
   

 
 بالشكل : 

                          

 تطبٌق لأنه إذا كان :   فنجد أن          نا للجداء فإن ٌفوحسب تعر

                                   

              

 تشاكل :  وأٌضا 
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 وحسب تعرٌف الضرب فً زمرة الخارج 

                           

   ̅ وهذا غامر لأن إذا كان 
   

  
̅  بحٌث                 عندئذ ٌوجد    فً    مرافقة للزمرة  ̅  حٌث         

      

 فإنه حسب تعرٌف الجداء :         وبما أن 

                                

̅  ومنه                      

 وحسب تعرٌف الضرب فً زمرة الخارج :

  ̅             

  ̅                   

 (( هً المنطلق لنأخذ الصورة المباشرة لـ    و        ))وحسب التعرٌف وبما أن 

            ̅ 

وحسب مبرهنة التماثل الأولى    
 

    
  

   

 
لا ٌمكننا برهان التماثل المطلوب بنص المبرهنة مباشرتا لذلك استعنا    

 بمبرهنة التماثل الأولى ثم سنبرهن تساوي 

            

 عندئذ :        لٌكن 

      ⏟
محاٌد المستقر

 

                       وحسب التعرٌف فإن : 

        وبالتالً                وهنا نجد أن     

 وبالتالً            فنجد أن          فً المنطلق فإن      وكون 

            

 الاحتواء المعاكس :

 حٌث :      فنأخذ الصورة المباشرة        وطالما         لٌكن 
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 عنصر فً المنطلق مرتبط بالمحاٌد فً المستقر ومنه :

          أي أن            

 و علٌه ٌكون :         ومن الاحتوائٌن نجد :     

 

   
 

 

      
 

   

 
 

 .        كون         لٌست خالٌة        ( 6

 بحٌث :          عندئذ ٌوجد          لٌكن 

         و                         

                      ⏟      
عدد صحٌح

  

 .     زمرة جزئٌة فً     الشرط محقق ومنه 

     من أجل 

 .  تختلف عن عملٌة المعرفة على     لان العملٌة المعرفة على   لٌست زمرة جزئٌة فً     -

  : لأنوذلك    لا تماثل     كما أن  -

          

 وبفرض أنه ٌوجد تماثل فالتباٌن محقق ومنه 

 نلاحظ أن :

                 ⏟            
  مرات

                 ⏟                
  مرات

 

                   

 ومنه نستنتج أن 

          

      وهذا غٌر ممكن وبالتالً الفرض الجدلً خاطئ أي أن     متباٌن فإن   وبما ان 
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 السؤال الثالث :

 .          أوجد جمٌع عناصر الزمرة  (1

 .   العناصر الأولٌة مع الاعداد الاصغر من الحل :

     {                            } 

      {             } 

هو         للحصول على مقلوب كل عنصر نأخذ العنصر الذي ٌكون ناتج تنفٌذ العملٌة معه ٌعطً الحٌادي وبما أن 

 ((  نكتفً بالتالً ))علما أن النواتج تكون باقً القسمة على   

                                 

             

 وبالتالً ٌكون جدول المقالٌب هو :

                
                  

 

 الأن للحصول على مرتبة العناصر نرفع كل عنصر للاس وعندها ٌظهر المحاٌد نأخذ الأس كمرتبة للعنصر 

 (.      ) الأس عبارة عن اصغر عدد موجب لأجلة 

      

                                                 

                                         

                      

                           

                      

 وبالتالً ٌكون جدول مراتب العناصر هو :

                
                 

 

 دوارة لانه تمكنا من اٌجاد جمٌعا عناصرها بالشكل التالً       الزمرة  (2
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            أي 3وبالتالً فهً مولدة بالعنصر 

           واٌضا مولدة بالعنصر

 

 لنعرف  (3

      {                    } 

 ومنه فإن

       {             } 

       { } 

 

ٌجب أن           زمرة جزئٌة فً   وإثبات أن       منتهٌة وجزئٌة من   نلاحظ أن المجموعة  (4

 ٌتحقق الشرط : 

                    

 

         
         
         
          

 

دوارة وكل زمرة جزئٌة من زمرة دوارة تكون اٌضا       وبالتالً هً زمرة جزئٌة واٌضا دوارة لان 

 دوارة 

 

 عدد المرافقات حسب لاغرانج ٌكون : (5

          
         

     
 

 

 
   

          بحٌث     لنوجد كل المرافقات الٌسارٌة وهً من الشكل 

 ومنه فإن :             نعلم أن 

    {      }      {      }       {      } 

 ولنوجد المرافقات المتبقٌة :
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    {      }           

 .        وبذلك ٌكون لدٌنا مرافقٌن مختلفٌن وهما : 

 خارج :لنوجد زمرة ال

وبالتالً       ناظمٌة فً   فإن       زمرة جزئٌة من   زمرة تبدٌلٌة و       بما أن 
     

 
معرفة وبالتالً  

 تكون زمرة الخارج :

     

 
 {              }  {       } 

        زمرة وحٌدة وهً لا ٌوجد سوى  (6

      {    } 

7)  

          {                                       

                                      

                                     } 

            

         

 دوارة  زمرة لٌست          وبالتالً            وأن 

          (         ) 

          (         ) 

                  

 

 انتهى الحل
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 السؤال الأول :

 المعرفة بالشكل الاتً :  فإن العلاقة   تجزئة للمجموعة    لتكن  (1

                                  

 أي أن :   هً وفقط هً عناصر التجزئة   وإن صفوف تكافؤ العلاقة   هً علاقة تكافؤ على المجموعة 

   
 ⁄  

 أذكر نص تمهٌدٌة زورن (2

       حٌث          بحٌث           عندئذ ٌوجد    بحٌث         لٌكن  (3

 ٌتعٌنان بشكل وحٌد .                                                                                                     فضلاً عن ذلك 

. عشف كلاً مه انعىصش الأصغش َالأصغشي شم أشثد   معشفح عهى انمجمُعح  حعلاقح ذشذٍة جضئٍ    نركه  (4

 فعلاً عه رنك أَسد مصالاً عهى أن انعكظ غٍش صحٍح. ,أن كم عىصش أصغش ٌُ عىصش أصغشي 

السؤال الثانً : زمرة . والمطلوب :  لتكن  

 .   ذشكم صمشج جضئٍح فً  {                                }     أشثد أن انمجمُعح  (1

 هً نواة لتشاكل زمري غامر .   أثبت أن كل زمرة جزئٌة ناظمٌة فً الزمرة  (2

ذحُي   . أشثد أن انضمشج  انضمشج عذداً اَنٍا ٌقغم مشذثح   ذثذٌهٍح مىرٍٍح َنٍكه   نىفشض أن انضمشج   (3

 .  عىصشاً مشذثرً 

 . صمشج جضئٍح فً      أشثد أن انجذاء    واظمٍح فً   إرا كاود انضمشج انجضئٍح    جضئٍح فً     نركه  (4
 فً ٌزي انحانح ذكُن دَاسج .  أشثد أن انضمشج  ,مىرٍٍح  َمشذثرٍا عذد اَنً   ارا كاود  انضمشج    (5

السؤال الثالث : انمطهُب :   صمشج الأعذاد انصحٍحح تانىغثح نعمهٍح انعشب تانمقاط       نركه  

 .     . شم شكم جذَلا ذثٍه فًٍ مقهُب َمشذثح جمٍع عىاصش انضمشج       أَجذ جمٍع عىاصش انضمشج  (1

 شم تٍه اي مىٍما دَاسج         َ        اَجذ انضمشذٍه انجضئٍرٍه  (2

      ذشكم صمشج جضئٍح دَاسج فً انضمشج   {       }  أشثد ان انمجمُعح  (3

 .        نخاسض شم أَجذ صمشج ا      فً انضمشج   أَجذ جمٍع انمشافقاخ انضمشج انجضئٍح   (4

 .     فً انضمشج  2أَجذ جمٍع انضمشج انجضئٍح انرً مشذثح كم مىٍا ذغاَي  (5

دَاسج َنمارا ؟          . ٌم انضمشج  3صمشج الأعذاد انصحٍحح تانىغثح نعمهٍح انجمع تانمقاط     نركه  (6

 .        فً انضمشج       شم اَجذ  مشذثح انعىصش 
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 السؤال الأول : 

 هً علاقة تكافؤ فإن :  لنبرهن أن  (1

 فهذا وحسب الشرط الثالث من شروط التجزئة   تجزئة للمجموعة   بما ان  انعكاسٌة لأن :   (1

   ⋃            

⋃   فٌكون       لنأخذ عنصر كٌفً من   وبذلك            

                     

 تناظرٌة لأن :    (2

 لنأخذ عنصرٌٌن كٌفٌٌن 

                                                     

 متعدٌة لأن : لنأخذ ثلاث عناصر كٌفٌة :    (3

            

                          

                          

                 

 فإن :   تجزئة للمجموعة   وكون 

    

 متعدٌة .  ومنه                  ومنه  

 لنثبت الان ان 

   
 ⁄  

                     لٌكن

 ̅  
 ⁄         ⋃   

        

 

̅ ولنبرهن على ان       بحٌث        ومنه ٌوجد     

 حسب تعرٌف علاقة التكافؤ       عندئذ   ̅      لٌكن
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           بحٌث      فإنه ٌوجد 

       وبالتالً              و       أصبح لدٌنا   

 أي أن :    فٌنتج أن   تجزئة للمجموعة   وحسب الشرط الثانً وبما أن 

̅ وبالتالً             

 

 فإن :  وحسب تعرٌف          عندئذ       لٌكن 

  ̅    وبالتالً  ̅     ومنه         

̅ بذلك اثبتنا ان      

  ̅ وجدنا انه اخذنا 
 ⁄ ̅ كٌفً وجدنا انه           مما ٌعنً انه       

 
 ⁄     

 لنثبت الاحتواء المعاكس

فحسب الشرط الاول  من شروط التجزئة نجد ان    تجزئة للمجموعة   وبما ان       لنأخذ عنصر كٌفً ولٌكن 

    وهذا ٌعنً على الاقل انه ٌوجد عنصر ولٌكن     

̅ ولنبرهن أن     

  ̅    ومنه  ̅     وبالتالً  فإن            وبما ان       لٌكن 

           بحٌث        ومنه ٌوجد     عندئذ   ̅     لٌكن 

̅ ومنه         أي     وبذلك ٌكون               ومنه     

 ومن الاحتوائٌٌن :

̅   و   ̅       ̅ ٌكون         ⁄     ومنه       

 ومن الاحتوائٌٌن :

   
 و     ⁄ 

 ⁄    ٌكون      
 ⁄   
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غٌر خالٌة    مجموعة مرتبة جزئٌا إذا كانت كل مجموعة جزئٌة من        لتكن     (2

 ومرتبة كلٌا تملك حد اعلى 

 واحدا على الأقل .عنصر اعظمً ) اصغري (  P)ادنى ( عندئذ ٌوجد فً 

 

      {                      }  لنأخذ المجموعة :   (3

 خالٌة أم غٌر خالٌة وهنا نمٌز حالتٌن :   لنرى إذا كانت 

        وهنا واضح أن       

         أي أن         بحٌث       وبالتالً ٌوجد 

 وٌتم المطلوب .    و      وهنا  

 ٌتعٌنان بشكل وحٌد .     بقً ان نثبت ان

 إن الصفر ٌتعٌن بشكل وحٌد ) لا ٌوجد صفران غٌر متساوٌان (

                      نفرض انه ٌوجد     وفرضاً 

    متساوٌان لان                 ومنه 

      غٌر خالٌة .   ٌجب إثبات أن 

 سنمٌز ثلاث حالات :    إذا لنبرهن أن 

          ومنه         ومنه           فٌكون :       عندئذ نختار       (1

 لٌست خالٌة .  ومنه 

 نجد أن :     عندئذ نختار      (2

            

 .                  وبالتالً المجموعة       

 غٌر خالٌة.  وهكذا نجد أن              وبالتالً           فنجد :      نختار       (3

حٌث :        حٌث أن    تحوي عنصر أصغر ولٌكن    ومنه     وكما أن      مما سبق نجد أن 

              :        

        أي أن :  

 :    الأن لنبرهن أن 
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}لدٌنا العلاقة من أجل عددٌن إما  :
   
   
   

 

 و لنأخذ :      عندئذ:    الحالة الاولى : نفرض أن  

             ⏟  
 

    ⏞
موجب

  ⏞
موجب

   

 ومنه               

                             

 .   عنصر أصغر فً    وهذا ٌناقض كون 

 عندئذ:    الحالة الثانٌة : نفرض أن 

              ⏟  
 

   

      وبالتالً  

فتكون الحالة الثانٌة مرفوضة      وقٌمته تساوي الصفر وهذا ٌناقض كون                  ومنه    

      وٌكون  لدٌنا 

 وبذلك ٌكون :

      كان       فً الحالة الأولى 

       كان        وبحالة       فً الحالة الثانٌة 

        وبكلتا الحالتٌن 

 بقً ان نبرهن الوحدانٌة بالنسبة للحالة الثانٌة 

          و                 لنفرض أن :  

 .         وأن                 حٌث : 

               عندئذ          لنفرض جدلا أن   

         حٌث        لنفرض أن 
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      وهذا غٌر ممكن . ومنه 

                  ومنه      ولدٌنا                    وبالتالً  

 ويتم المطلوب.

 مجمُعح مشذثح جضئٍاً:       نٍكه   (4

 إرا حقق :   فً انمجمُعح  أصغرإوً عىصش       وقُل عه انعىصش  (1

              

 إرا حقق :    فً انمجمُعح  أصغريإوً عىصش       وقُل عه انعىصش  (2

                 

 

 كم عىصش أصغش ٌكُن عىصش أصغشي

 :   عنصر أصغر فً        لٌكن  

 هذا ٌعنً انه وحسب التعرٌف 

                       

 :   عنصر اصغري فً   ولنفرض أن 

 وهذا ٌعنً انه وحسب التعرٌف 

                          

 

    نجد ان      وبالاستفادة من     وبفرض أن    من    محققة من أجل جمٌع قٌم      ولكن 

 

 ومنه العنصر الاصغر ٌكون عنصر أصغري .

 

 مثال معاكس :

 حٌث :   ولنأخذ  {       }  لتكن المجموعة 

  {{ } {   } {   } {     }} 

عنصر أصغري بٌنما هو لٌس عنصر أصغر لأن  { }مجموعة مرتبة جزئٌا بالنسبة لعلاقة الاحتواء وفٌها   نلاحظ ان 

{ }  {   }  

 السؤال الثانً :

                  َأن              لأن            (1
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 عىذئز :           َنٍكه 

                                

 ⏞
وعشب تمقهُب  مه انٍمٍه

            ⏞
وعشب تانمقهُب مه انٍغاس

                

                                                   

             

 .   صمشج جضئٍح فً     ٌَزا  ٌثٍه أن 

 

 .   معرفة وهً زمرة الخارج ولنعرف العلاقة     عندئذ    زمرة جزئٌة ناظمٌة فً   زمرة و   لتكن  (2

     
 

 
 

                  

                                    تطبٌق لأنه إذا كان    فنجد أن العلاقة 

                                    تشاكل لأنه حسب التعرٌف :  كما أن 

              ومنه        عندئذ                غامر لأنه لأجل    إن 

 :       لنبرهن أن  نواة أي  H اثبتنا انه تشاكل زمري غامر بقً ان نثبت أن  

       المحاٌد           حٌث        عندئذ          لٌكن 

 أي أن :  H   ومنه                      لأن            

         

 الاحتواء المعاكس :

 ٌنتمً للمنطلق فنأخذ الصورة المباشرة له .  أي أن       فإن    زمرة جزئٌة فً    وطالما       لٌكن 

      ⏟
     

    ⏟
محاٌد المستقر

 

           ومنه          وهذا ٌبٌن أن 

 :ومن الاحتوائٌن نجد 
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: من أجل     حٌث mعدد صحٌح وحسب الاستقراء على  mحٌث            لنفرض أن  (3

    

     فإن          

                 دوارة فإن :        عندئذ 

 .  فً  تماما   و المحتواةلنفرض أن القضٌة صحٌحة لأجل جمٌع الزمر الجزئٌة 

 نمٌز حالتٌن :

 وحسب لاغرانج فإن :  دلٌلها لا ٌقبل القسمة على     زمرة جزئٌة   توجد فً  (1

                     

  وحسب الفرض الاستقرائً ٌوجد فً   تقبل القسمة على       ومنه   تقبل القسمة على  لا      وبما أن  

 .  عنصر مرتبته   وبالتالً فإن فً   عنصر مرتبته 

 .  تقبل القسمة على   زمر الجزئٌة المحتوات تماما فً أدلة كل  ال (2

 من حٌث المرتبة .  هو العنصر الأكبر فً   . ولنفرض أن   هً جمٌع الزمر المحتواة تماما فً   لنفرض أن 

         زمرة جزئٌة أعظمٌة )كل عنصر اكبر هو عنصر أعظمً ( ولنفرض أن     إن 

تحوي عنصر   وبالتالً   تحوي عنصر مرتبته   وحسب الفرض الاستقرائً فإن   ٌقبل القسمة على   اذا كان 

 وٌتم المطلوب .  مرتبته 

    لدٌنا   لاٌقبل القسمة على   أما اذا كان 
 ولنفرض أن    بحٌث       عندئذ ٌوجد عنصر      

        وأن             

    وأن   زمرة جزئٌة فً      نلاحظ أن 
أعظمٌة ووجدنا أكبر منها ولا   )لان          ومنه        

    لأنه فرضنا أن          تساوٌها فهً حتما 
    ) 

 أٌضا لدٌنا حسب مبرهنة التماثل الثانٌة :

 

 
 

   

 
 

 

   
 

 ومنه 

(
 

 
  )  (

 

   
  ) 

 مرتبه زمرة الخارج هو الدلٌل وبالتالً 
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                          حسب لاغرانج   

                     ⏟
لا تقبل القسمة على 

  

 عندئذ :    لا تقبل القسمة على    ولما كانت مرتبة 

 .   تقبل القسمة على         

                                وبما فإن :

  هً   تحوي زمرة جزئٌة مرتبتها    دوارة فإن   ولما كانت 
 

 وهذه ٌبٌن أن    

 
 
      

 ) وأن مرتبتها :      
 

  )    

 

 عندئذ وحسب تعرٌف جداء المجموعات فإن :          َنٍكه          َاظح أن   (4

                        
                          

                ومنه             
         

     
   

          
     ⏟    
انمحاٌذ

   
     

             

     فإن   ناظمٌة فً    بما أن الزمرة الجزئٌة 
     

             
       

     لنفرض أن 
     

 ولنعوض                

            
          

     ⏟    
انمحاٌذ

     
      

       فإن   ناظمٌة فً    بما أن الزمرة الجزئٌة 
             

       

       لنفرض أن 
 ولنعوض                

          
  ⏟    

  

      ⏟  
  

       

 .   زمرة زمرة جزئٌة فً     ومنه 



   الفصل الأول                         1البنى الجبرية                                    السنة الثانية

   

 

36 

       عدد أولً عندئذ ٌوجد    حٌث         زمرة منتهٌة وأن    لنفرض أن  (5

وحسب لاغرانج فإن مرتبة الزمرة   مرتبتها لا تساوي   فً     ولنأخذ الزمرة الجزئٌة     وإن 

 دوارة .   وهذا ٌبٌن أن       وبالتالً           ومنه فإن     تقسم      

 السؤال الثالث : 

 .          أوجد جمٌع عناصر الزمرة  (1

 .   الحل :العناصر الأولٌة مع الاعداد الاصغر من 

     {                            } 

      {                  } 

هو         للحصول على مقلوب كل عنصر نأخذ العنصر الذي ٌكون ناتج تنفٌذ العملٌة معه ٌعطً الحٌادي وبما أن 

 ((  نكتفً بالتالً ))علما أن النواتج تكون باقً القسمة على   

                                

                            

                         

 

 التالً ٌكون جدول المقالٌب هو :وب

                     
                       

 

 الأن للحصول على مرتبة العناصر نرفع كل عنصر للاس وعندها ٌظهر المحاٌد نأخذ الأس كمرتبة للعنصر 

 (.      ) الأس عبارة عن اصغر عدد موجب لأجلة 
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 وبالتالً ٌكون جدول مراتب العناصر هو :

                     
                     

 

 المجموعةلنعرف  (2

      {                    } 

 ومنه فإن 

       {        } 

       {    } 

 وجدنا فً الطلب الاول أن 

                

                           

                     

                                  

 مولدتان        و        وبالتالً فإن 

                

            

 

 

ٌجب أن           زمرة جزئٌة فً   وإثبات أن       منتهٌة وجزئٌة من   نلاحظ أن المجموعة  (3

 ٌتحقق الشرط : 
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 .     مولدة بـ  أي أن 

 عدد المرافقات حسب لاغرانج ٌكون : (4

          
         

     
 

 

 
   

          بحٌث     لنوجد كل المرافقات الٌسارٌة وهً من الشكل 

 ومنه فإن :             نعلم أن 

    {       } 

    {       } 

    {       } 

    {       } 

 وبالتالً فإن 

                

 ولنوجد المرافقات المتبقٌة :

    {          }                 

 .        وبذلك ٌكون لدٌنا مرافقٌن مختلفٌن وهما : 

 لنوجد زمرة الخارج :

وبالتالً       ناظمٌة فً   فإن       زمرة جزئٌة من   زمرة تبدٌلٌة و       بما أن 
     

 
معرفة وبالتالً  

 تكون زمرة الخارج :
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 {              }  {       } 

 )أوجدنا مراتب هذه العناصر بالطلب الأول(                     نرى أن (5

 لنأخذ الزمر المولدة بهذه العناصر اي 

  {   } 

   {    } 

   {    } 

 إن (6

         {                                                    
                                                   

                                                  } 

            

         

 زمرة دوارة           وبالتالً            وأن 

          (         ) 

          (         ) 

                   

 انتهى الحل


