
 

 

 أسئيخ دٗساد اىْٖذسخ اىتحيٍيٍخ

 

 

 

 

  

ب  لا ط  : لى  و أ ل ا ة  ن س  ل ا ة  ع و مجم

ت  ا ي ض يا ر ل ا م  س ق م  و ل ع ل ا ة  ي كل

2 0 1 7 

 : ة  ي ن ا ث ل ا ة  ن س  ل ا ة  ع و مجم

I m p r o v e  o u r  M a t h e m a t i c s 

 : ك  و ب س  ي ف لى  ع ا  ن ت ح ف Iص O M 

ط  ب ا ر ل ا

f a c e b o o k . c o m / M a t h e m a g i c T e a m/ 

      

 



  

  

 

1 

 2015أسئيخ ٍقشس اىْٖذسخ اىتحيٍيٍخ دٗسح اىتنٍَيً 

 السؤال الأول :

 أوجد معادلتً المستقٌم القاطع للمستقٌمٌن :(1 

𝑫𝟏  
𝑸𝟏 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟑 = 𝟎

𝑸𝟐 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒚 − 𝒛 + 𝟐 = 𝟎
 

𝑫𝟐  
𝑸𝟑 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟐𝒙 + 𝒚 − 𝟐𝒛 + 𝟐 = 𝟎

𝑸𝟒 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟑𝒙 + 𝟐𝒛 + 𝟏 = 𝟎
 

=   𝒗والموازي للمتجه   𝟐, 𝟓, 𝟑  

 السؤال الثانً :

أوجد معادلتً المستقٌم المماس ومعادلة المستوي الناظم للمنحنً المعٌن 

 بالمعادلات الوسٌطٌة :

𝒙 = 𝟐𝒕𝟐 + 𝟒𝒔𝒊𝒏𝟐𝒕  , 𝒚 = 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒕  , 𝒛 = 𝟐𝒕𝟐 + 𝟑𝒕 + 𝟏 

𝒕الموافقة لــ 𝑴𝟎عند النقطة  =    𝟎

 السؤال الثالث :

ثم عٌن احداثٌات مركز دائرة التقاطع ونصف  𝑺ٌقطع الكرة  𝑸أثبت أن المستوي (1 

 طرها حٌث :ق

𝑸 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟑𝒙 + 𝒚 − 𝒛 − 𝟗 = 𝟎 
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𝐒 𝒙, 𝒚, 𝒛 =  𝒙 − 𝟒 𝟐 +  𝒚 − 𝟕 𝟐 +  𝒛 + 𝟏 𝟐 = 𝟑𝟔 

بٌن وضع المستقٌم المعٌن بالمعادلات (2 
𝒙−𝟐

𝟑
=

𝒚−𝟏

𝟐
=

𝒛−𝟑

𝟒
َ  بالنسبة لــ    𝑸  

,𝑷𝟏أوجد معادلة مستوي ٌمر بالفصل المشترك للمستوٌٌن (3  𝑷𝟐  و ٌعامد المستوي

𝑸 

𝑷𝟏 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟐𝒙 + 𝒚 − 𝒛 + 𝟓 = 𝟎

𝑷𝟐 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒙 + 𝟑𝒚 − 𝟐𝒛 + 𝟏 = 𝟎
 

 السؤال الرابع :

 المعٌن بالمعادلة : 𝑺لدٌنا السطح 

𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟑𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟐𝒁𝟐 + 𝟔𝒙 + 𝟒𝒚 − 𝟗 = 𝟎 

 المطلوب :

 . 𝑺عٌن مركز تناظر السطح (1 

 عٌن نوع المجسم الممثل بالمعادلة السابقة(2 

 . 𝑺أوجد معادلة المخروط الموجه للسطح (3 

 . 𝒙𝒐𝒚مع المستوي  𝑺أوجد مقطع السطح (4 

 

 ---اَخهج الأسئهت  ---
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 2015دم اندورة انخكًٍهٍت 

 السؤال الأول :

 أوجد معادلتً المستقٌم القاطع للمستقٌمٌن :(1 

𝑫𝟏  
𝑸𝟏 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟑 = 𝟎

𝑸𝟐 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒚 − 𝒛 + 𝟐 = 𝟎
 

𝑫𝟐  
𝑸𝟑 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟐𝒙 + 𝒚 − 𝟐𝒛 + 𝟐 = 𝟎

𝑸𝟒 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟑𝒙 + 𝟐𝒛 + 𝟏 = 𝟎
 

=   𝒗والموازي للمتجه   𝟐, 𝟓, 𝟑  

 الحـــل :

لإٌجبد ٍؼبدىتً اىَستقٌٍ اىَطي٘ة ّتجغ اىخط٘اد اىتبىٍخ : 

  ٌٍأٗلا ّ٘جذ ٍؼبدىخ حضٍخ اىَستٌ٘بد اىَبسح ثبىَستق𝐷1  حٌ ّختبس ٍست٘ي ثحٍج

:    𝑣ٌنُ٘ ٍ٘اصي ىيَتجٔ 

 (𝜆) =  1  ,  ,   + 𝜆     ,  ,    

 (𝜆) =  + (1 + 𝜆) + (1 − 𝜆) + (−3 + 2𝜆) = 0        

 الحزمة ٌكون :ومنه ناظم 

  𝜆
       (1 , 1 + 𝜆 ,1 − 𝜆) 

 باتباع ما ٌلً : 𝜆نوجد قٌمة الوسٌط 

 

 بحٌث :𝜆 بأن نبحث عن قٌمة لـ   نختار مستوي بحٌث ٌكون موازي للمتجه 

  𝜆
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𝜆  ومنه :        
          = 0  (1 , 1 + 𝜆 ,1 − 𝜆) 2,5,3  = 0 

𝜆         وبالتالً :
          =  1 2 +  1 + 𝜆  5 +  1 − 𝜆 3 = 0 

 2+ 5 + 5𝜆 + 3 − 3𝜆 = 0  

 2𝜆 + 10 = 0  𝜆 = −5 

 نحصل على معادلة المستوي التالً :    بمعادلة الحزمة  𝜆قٌمة  نعوض

    ,  ,   =  − 4 + 6 − 13 = 0 

  ٌٍحبٍّب ّ٘جذ ٍؼبدىخ حضٍخ اىَستٌ٘بد اىَبسح ثبىَستقD   حٌ ّختبس ٍست٘ي ثحٍج

 :    vٌنُ٘ ٍ٘اصي ىيَتجٔ 

    =     ,  ,   +       ,  ,    

    =  2 + 3   +  +  −2 + 2   +  2 +  = 0          

 ومنه ناظم الحزمة ٌكون :

            2 + 3 , 1, −2 + 2   

 باتباع ما ٌلً :  نوجد قٌمة الوسٌط 

 بحٌث :  بأن نبحث عن قٌمة لـ   نختار مستوي بحٌث ٌكون موازي للمتجه 

               

 

 ومنه :

              = 0   2 + 3 , 1, −2 + 2   2,5,3  = 0 

    وبالتالً :
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              =  2 + 3  2 +  1  5 +  −2 + 2  3 = 0 

 4+ 6 + 5 − 6 + 6 = 0  

 12 + 3 = 0   = −
1

4
 

 نحصل على معادلة المستوي التالً :     بمعادلة الحزمة   قٌمة  نعوض

     ,  ,   = 5 + 4 − 10 + 7 = 0 

 ومنه :    و   وبالتالً معادلتً المستقٌم المطلوب هما المعادلتٌن للمستوٌٌن 

    ,  ,   =  − 4 + 6 − 13 = 0 

     ,  ,   = 5 + 4 − 10 + 7 = 0 

 السؤال الثانً :

أوجد معادلتً المستقٌم المماس ومعادلة المستوي الناظم للمنحنً المعٌن بالمعادلات 

 الوسٌطٌة :

𝒙 = 𝟐𝒕𝟐 + 𝟒𝒔𝒊𝒏𝟐𝒕  , 𝒚 = 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐𝒕  , 𝒛 = 𝟐𝒕𝟐 + 𝟑𝒕 + 𝟏 

𝒕الموافقة لــ 𝑴𝟎عند النقطة  = 𝟎   

 ل :ـــالح

= وذلك بتعوٌض    اولا نوجد احداثٌات النقطة   : بالمعادلات الوسٌطٌة فنجد  0

  = 0     ,       = 2    ,   = 1 

  =  0,2,1  

  = 4 + 8   2 
  = −4   2 
  = 4 + 3

}   ⏞
     بتعوٌض  

   {

      = 8
      = 0
      = 3
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 =  8,0,3  

  من الشكل :   ولدٌنا معادلة المستوي الناظم للمنحنً فً النقطة 

        −    +         −    +         −    = 0 

 حٌث:

  ,  ,  احداثٌات نقطة متحولة على المستوي الناظم   

 نجد :   وبتعوٌض النقطة 

8  − 0 − 0  − 2 + 3  − 1 = 0 

8 + 3 − 3 = 0 

 من الشكل :   لدٌنا معادلتً المستقٌم المماس للمنحنً فً النقطة  

 −   
      

=
 −   
      

=
 −   
      

 
 − 0

8
=
 − 2

0
=
 − 1

3
 

 السؤال الثالث :

ثم عٌن احداثٌات مركز دائرة التقاطع ونصف  𝑺ٌقطع الكرة  𝑸أثبت أن المستوي 

 قطرها حٌث :

𝑸 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟑𝒙 + 𝒚 − 𝒛 − 𝟗 = 𝟎 

𝐒 𝒙, 𝒚, 𝒛 =  𝒙 − 𝟒 𝟐 +  𝒚 − 𝟕 𝟐 +  𝒛 + 𝟏 𝟐 = 𝟑𝟔 

 ل :ــــالح

,𝐶 𝑎اٗلا ّقً٘ ثتؼٍِ احذاحٍبد ٍشمض اىنشح  𝑏, 𝑐   ٗرىل ثَقبسّخ ٍؼبدىخ اىنشح اىَؼطبح

 ٍغ اىصٍغخ اىؼبٍخ ىَؼبدىخ اىنشح اىتً ىٖب شنو :

   ,  ,   =   −    +   −    +   −    =    

 ومنه نجد مركز الكرة هو :
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  4,7, −1  

𝑑حبٍّب ّ٘جذ ّصف قطش اىنشح ثحٍج ّؼيٌ أُ  = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 − 𝑅   ٍْٔٗ  

 = √  +   +   −   

  = √4 + 7 +  −1  − 30     = √36 

ٍِ دست٘س ثؼذ ّقطخ ػِ ٍست٘ي اىزي  𝑄حبىخب ّ٘جذ ثؼذ ٍشمض اىنشح ػِ اىَست٘ي 

 ٌؼطى ثبىؼلاقخ :

𝛿 =
   +   +   +   

√  +   +   
 

𝛿 =
  3  4 +  1  7 +  −1  −1 +  −9  

√ 3  +  1  +  −1  
=
 11 

√11
=
11

√11 
= √11  

ٍِ أجو دساسخ اى٘ظغ اىْسجً ىَست٘ي ٍغ  𝑅ٍغ ّصف اىنشح   𝛿ساثؼب ّقبسُ اىجؼذ 

 :اىنشح ّجذ

 = 6  √11 = 𝛿 

بدائرة لنعٌن مركز ونصف قطر هذه الدائرة  𝑆ٌقطع الكرة  𝑄وبالتالً المستوي 

ٌتعٌن وفق علاقة فٌثاغورث فً المثلث القائم :  𝑟بحٌث أن نصف قطرها 

  =   + 𝛿
 
    = √    − 𝛿

 
   = √25 = 5 

 : ًَىجد يركز دائرة انخقبطغ ببنخبن 

والعمودي على  𝑪نوجد المعادلات الوسٌطٌة للمستقٌم المار من مركز الكرة  

,𝑴 𝒙ونفرض أن  𝑸المستوي  𝒚, 𝒛   نقطة متحركة على المستقٌم.. 
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 ٌوازي المستقٌم ومنه:  وبما أن المستقٌم المفروض ٌعامد المستوي فإن ناظم المستوي 

 − 4

3
=
 − 7

1
=
 + 1

−1
= 𝜆 

 من الشكل : 𝜆ومنه نستطٌع كتابة المعادلات الوسٌطٌة بدلالة 

    {
 = 3𝜆 + 4
 = 𝜆 + 7
 = −𝜆 − 1

 

 : 𝝀لنوجد قٌمة  𝑸بمعادلة المستوي     نعوض المعادلات الوسٌطٌة  

   ,  ,   = 3 3𝜆 + 4 +  𝜆 + 7 −  −𝜆 − 1 − 9 = 0 

  9𝜆 + 12 + 𝜆 + 7 + 𝜆 + 1 − 9 = 0 

 11𝜆 + 11 = 0 

 𝜆 = −1 

 فنحصل على احداثٌات مركز الكرة :    بالمعادلات الوسٌطٌة  𝛌نعوض قٌمة  

{
 = 3 −1 + 4 = 1
 = −1 + 7 = 6

 = − −1 − 1 = 0
 

     1,6,0  هو :التقاطع ائرة دمركز 

 السؤال الرابع :

بٌن وضع المستقٌم المعٌن بالمعادلات (1 
𝒙−𝟐

𝟑
=

𝒚−𝟏

𝟐
=

𝒛−𝟑

𝟒
َ  بالنسبة لــ    𝑸  

 ل :ـــالح

نلاحظ ان المستقٌم معطى دٌكارتٌا بالمعادلة 
 − 

 
=
 −1

 
=
 − 

 
وبفرض أن    

𝜆     : وسٌط حقٌقً بحٌث 

 − 2

3
=
 − 1

2
=
 − 3

4
= 𝜆 
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 عندئذ نجد ان المعادلات الوسٌطٌة للمستقٌم المعطى هً :

 − 2

3
= 𝜆   = 3𝜆 + 2 

 −1

 
=  𝜆   = 2𝜆 + 1  

 − 3

4
= 𝜆   = 4𝜆 + 3 

فنحصل على المعادلة  1 نعوض فً المعادلات الوسٌطٌة السابقة بمعادلة المستوي 

 وذلك كالتالً : 𝜆من الدرجة الأولى بدلالة الوسٌط 

   ,  ,   = 3 +  −  − 9 = 0 

 بالتعوٌض نجد :

   ,  ,   = 3(3𝜆 + 2) + (2𝜆 + 1) − (4𝜆 + 3) − 9 = 0 

9𝜆 + 6 + 2𝜆 + 1 − 4𝜆 − 3 − 9 = 0  7𝜆 − 5 = 0 

𝜆 =
5

7
 

 بنقطة واحدة  1 حل وحٌد فإن المستقٌم المعطى ٌقطع المستوي  بما أن للمعادلة 

 

𝜆إذا طلب اٌجاد احداثٌات النقطة نعوض قٌمة  =
 

 
 بالمعادلات الوسٌطٌة . 

,𝑷𝟏أوجد معادلة مستوي ٌمر بالفصل المشترك للمستوٌٌن (2  𝑷𝟐  و ٌعامد المستوي𝑸 

 
𝑷𝟏 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟐𝒙 + 𝒚 − 𝒛 + 𝟓 = 𝟎

𝑷𝟐 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒙 + 𝟑𝒚 − 𝟐𝒛 + 𝟏 = 𝟎
 

 ل :ـــالح

 عندئذ :  فإنه ٌكون موازي لمنحنً   بما أن المستوي المطلوب ٌعامد المستوي  

   3,1, −1   

 يلادظت :
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,𝑃1أولا نوجد معادلة حزمة المستوٌات المارة بالفصل المشترك للمستوٌٌن  𝑃   ًوه

من الشكل : 

  𝜆 =  1  ,  ,   + 𝜆     ,  ,    

  𝜆 =  2 + 𝜆  +  1 + 3𝜆  +  −1 − 2𝜆  +  5 + 𝜆 = 0 

 ومنه ناظم الحزمة ٌكون :

 𝜆      2 + 𝜆 , 1 + 3𝜆 , −1 − 2𝜆  

باتباع ما ٌلً :  𝜆ثانٌا نوجد قٌمة الوسٌط 

,1 بما أن المستوي المطلوب ٌمر بالفصل المشترك للمستوٌٌن  وٌوازي المنحنى    

 فإن :   

 𝜆         

                𝜆         = 0   2 + 𝜆 , 1 + 3𝜆 , −1 − 2𝜆  3,1, −1  = 0 

    وبالتالً :

     𝜆        =  2 + 𝜆 3 +  1 + 3𝜆  1 +  −1 − 2𝜆  −1 = 0 

 6+ 3𝜆 + 1 + 3𝜆 + 1 + 2𝜆 = 0  

 8𝜆 + 8 = 0  𝜆 = −1 

 بمعادلة الحزمة فنحصل على معادلة المستوي المطلوب : λثالثا نعوض قٌمة الوسٌط 

  𝜆 −1 =  2 − 1  +  1 − 3  +  −1 + 2  +  5 − 1 = 0 

  𝜆 −1 =  − 2 +  + 4 = 0 

 . وهً معادلة المستوي المطلوبة

 السؤال الرابع :
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 المعٌن بالمعادلة : 𝑺لدٌنا السطح 

𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟑𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝟐𝒁𝟐 + 𝟔𝒙 + 𝟒𝒚 − 𝟗 = 𝟎 

 المطلوب :

.  𝑺عٌن مركز تناظر السطح  (1

 

 ل :ـــالح

 بحساب المشتقات الجزئٌة لمعادلة السطح :أولا نقوم 

   = 6 + 6 = 0      1 
   = 2 + 4 = 0       2 

   = 4 = 0       3 

 

ومن   بحل جملة المعادلات السابقة حلا مشتركا نحصل على مركز تناظر للسطح 

 لهذه الجملة بحٌث :  أجل ذلك لنوجد محدد الأمثال 

 = |
6 0 0
0 2 0
0 0 4

| 

 فنجد : ننشر وفق العمود الأخٌر

 = 0 − 0 + 4 12 − 0 = 48  0 

 بما أن محدد الأمثال لا ٌساوي الصفر فإن للجملة حل وحٌد بالشكل :

  =
  
 
   ,   =

  
 
   ,   =

  
 
             

 بحٌث نجد أن :

  = |
−6 0 0
−4 2 0
0 0 4

| 
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 ننشر وفق العمود الأخٌر فنجد :

  = 0 − 0 + 4 −12 − 0 = −48 

  = |
6 −6 0
0 −4 0
0 0 4

| 

 ننشر وفق العمود الأخٌر فنجد :

  = 0 − 0 + 4 −24 − 0 = −96 

  = |
6 0 −6
0 2 −4
0 0 0

| 

 ننشر وفق العمود الأخٌر فنجد :

  = −6 0 + 0 + 4 0 − 0 + 0 = 0 

 نجد أن مركز التناظر هو النقطة التالٌة :    بالتعوٌض بالعلاقات 

 (  =
  
 
   ,   =

  
 
   ,   =

  
 
) 

 ⏞
 بالتعوٌض نجد

 (  =
−48

48
   ,   =

−96

48
   ,   =

0

48
) =  −1,−2,0  

 عٌن نوع المجسم الممثل بالمعادلة السابقة : (2 

 إن معادلة السطح المعطاة هً من الشكل :

   ,  ,   + 2   ,  ,   +  = 0 

 إلى الشكل :لنحولها 

   +    +    +  = 0 

 نعوض :
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3  +   + 2  + 6 + 4 − 9 = 0 

 3  + 6 +   + 4 + 2  − 9 = 0 

 3   + 2  +    + 4  + 2  = 9 

 بالإتمام الى المربع الكامل :

 3   + 2 + 1 +    + 4 + 4 + 2  = 9 + 3 + 4 

 3  + 1  +   + 2  + 2  = 16          

تناظر وذلك بواسطة الانسحاب من خلال ومن ثم نجعل مبدأ الاحداثٌات هو مركز 

 دساتٌر الانسحاب نجد :

 =  + 1    ,  =  + 2    ,  =   

 نجد :    نعوض دساتٌر الانسحاب بالعلاقة 

3  +   + 2  = 16 

  بالمطابقة مع الشكل

   +    +    +  = 0 

   نجد أن :

 = 3     ,  = 1   ,  = 2   ,     = −16 

 ٌكون :   − وبتقسٌم طرفً المعادلة على 

  

16
3

+
  

16
+
  

8
= 1 

 بالإعادة الى دساتٌر الانسحاب نعوض فنجد :



  

  

 

14 

  + 1  

16
3

+
  + 2  

16
+
  − 0  

8
= 1 

  1,2,0 قطع ناقص مركزه  مجسم وهً عبارة عن معادلة

 . 𝑺أوجد معادلة المخروط الموجه للسطح (3 

نفسها وذلك بإهمال الحدود   إن معادلة المخروط الموجه تنتج من معادلة السطح 

 الخطٌة والحد الثابت ومن أجل ذلك نجد أن المعادلة المطلوبة هً من الشكل :

  = 3  +   + 2  = 0 

 . 𝒙𝒐𝒚مع المستوي  𝑺أوجد مقطع السطح (4 

 ل :ــــالح

= نفرض أن     مع المستوي   لإٌجاد مقطع السطح  0  

 بالتعوٌض فً المعادلة نجد أنه ٌنتج معادلتٌن ومنه :

  + 1  

16
3

+
  + 2  

16
= 1 

  2−,1−    معادلة قطع ناقص مركزه

 ---اَخهى انذـــم  ---
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 2015أسئيخ ٍقشس اىْٖذسخ اىتحيٍيٍخ اىفصو اىخبًّ دٗسح 

السؤال الأول : 

 لدٌنا المستوٌان :

𝑸𝟏 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒙 + 𝒚 + 𝟓𝒁 − 𝟐 = 𝟎 

𝑸𝟐 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟏 = 𝟎 

 𝑫أوجد مسقط المستقٌم   (1 
𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟐 = 𝟎

𝒙 − 𝒚 − 𝟐𝒛 + 𝟏 = 𝟎
  𝑸𝟐على المستوي  

,𝑸𝟏أوجد معادلة مستوي ٌمر بالفصل المشترك للمستوٌٌن (2  𝑸𝟐 وٌوازي المنحنى

𝒗    𝟐, 𝟎, 𝟏  . 

,𝑸𝟏أوجد معادلتً المستوٌٌن المنصفٌن الداخلً والخارجً لزاوٌة المستوٌٌن (3  𝑸𝟐. 

 السؤال الثانً :

 المعٌن بالمعادلة : 𝑺لدٌنا السطح 

𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 + 𝟐𝒛𝟐 + 𝟐𝒙𝒚 − 𝟐𝒙𝒛 − 𝟔𝒚 + 𝟖𝒛 + 𝟏 = 𝟎 

 المطلوب :

أوجد معادلتً المستقٌم الناظم ومعادلة المستوي المماس لهذا السطح فً النقطة (1 

𝑴𝟎 𝟎, 𝟐, 𝟏  
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 . 𝑺أوجد مركز تناظر السطح (2 

, هل هذا المخروط مخروط مقارب مع  𝑺أوجد معادلة المخروط الموجه للسطح (3 

 التعلٌل ؟

 السؤال الثالث :

 حتى تتعامد الكرتان : 𝝀عٌن وسٌط (1 

𝐒𝟏 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟐𝒙
𝟐 + 𝟐𝒚𝟐 + 𝟐𝒁𝟐 − 𝝀𝒚 + 𝟐𝒛 = 𝟎 

𝐒𝟐 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒁𝟐 + 𝝀𝒙 − 𝝀𝒚 − 𝟒𝒁 +
𝝀

𝟐
= 𝟎 

𝝀إذا كانت (2  =  بٌن وضع المستقٌم المعطى بالمعادلات الوسٌطٌة التالٌة : 𝟏

𝒙 = 𝟏 + 𝟐𝒕    , 𝒚 = 𝟏 − 𝒕    , 𝒛 = 𝟐𝒕 

 ---اَخهج الأسئهت  ---
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 2015 دورة انفصم انثبًَدم 

 ل:السؤال الأو

 لدٌنا المستوٌان :

𝑸𝟏 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒙 + 𝒚 + 𝟓𝒁 − 𝟐 = 𝟎 

𝑸𝟐 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟏 = 𝟎 

 𝑫أوجد مسقط المستقٌم   (1 
𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟐 = 𝟎

𝒙 − 𝒚 − 𝟐𝒛 + 𝟏 = 𝟎
  𝑸𝟐على المستوي  

 ل : ــــالح

دٍث أٌ انصٍغت انؼبيت  𝑫أولاً َقىو بإٌجبد دزيت انًسخىٌبث انًبرة يٍ انًسخقٍى 

نًؼبدنت انذزيت حؼطى ببنشكم : 

 (𝜆) =  1  ,  ,   + 𝜆     ,  ,    

 (𝜆) =  2 +  +  − 2 + 𝜆   −  − 2 + 1 = 0 

 (𝜆) = 2 + 𝜆 +  − 𝜆 +  − 2𝜆 − 2 + 𝜆 = 0 

 (𝜆) =  2 + 𝜆  +  1 − 𝜆  +  1 − 2𝜆  − 2 + 𝜆 = 0 

  𝜆
       (2 + 𝜆 , 1 − 𝜆 ,1 − 2𝜆) 

ببحببع يب ٌهً : 𝝀ثبٍَب َىجد قًٍت انىسٍط  

 وبهذا ٌكون :   ٌعامد    نختار من الحزمة السابقة مستوٌا  

  𝜆
                  

 ومنه :
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  𝜆
                 = 0  (2 + 𝜆 , 1 − 𝜆 ,1 − 2𝜆) 1,1,1 = 0 

   وبالتالً :

  𝜆
                 =  2 + 𝜆 1 +  1 − 𝜆 1 +  1 − 2𝜆 1 = 0 

 4− 2𝜆 = 0  

 𝜆 = 2 

بًؼبدنت انذزيت فُذصم ػهى يؼبدنت انًسخىي انًطهىة  𝛌ثبنثب َؼىض قًٍت انىسٍط 

: 

 (𝜆  ) =  2 + 2  +  1 − 2  +  1 − 2 2   − 2 + 2 = 0 

 (𝜆  ) = 4 −  − 3 = 0 

الذي ٌشكل الفصل المشترك    على المستقٌم   وبالتالً ٌكون مسقط المستقٌم 

,  للمستوٌٌن   أي ٌتعٌن بالمعادلتٌن :   

 {
   ,  ,   = 4 −  − 3 = 0

    ,  ,   =  +  +  − 1 = 0
 

,𝑸𝟏أوجد معادلة مستوي ٌمر بالفصل المشترك للمستوٌٌن (2  𝑸𝟐  وٌوازي المنحنى

𝒗    𝟐, 𝟎, 𝟏  . 

 ل :ــــالح

,𝑸𝟏أولا َىجد يؼبدنت دزيت انًسخىٌبث انًبرة ببنفصم انًشخرك نهًسخىٌٍٍ  𝑸𝟐 

وهً يٍ انشكم : 

 (𝜆) =  1  ,  ,   + 𝜆     ,  ,    

 (𝜆) =  1 + 𝜆  +  1 + 𝜆  +  5 + 𝜆  +  −2 − 𝜆 = 0 
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 ومنه ناظم الحزمة ٌكون :

  𝜆
       (1 + 𝜆 , 1 + 𝜆 ,5 + 𝜆) 

ببحببع يب ٌهً : 𝛌ثبٍَب َىجد قًٍت انىسٍط  

,1 بما أن المستوي المطلوب ٌمر بالفصل المشترك للمستوٌٌن  وٌوازي المنحنى    

 :فإن   

  𝜆
           

 ومنه :

  𝜆
          = 0  (1 + 𝜆 , 1 + 𝜆 ,5 + 𝜆) 2,0,1 = 0 

    وبالتالً :

  𝜆
          =  1 + 𝜆 2 +  1 + 𝜆 0 +  5 + 𝜆 1 = 0 

 2+ 2𝜆 + 0 + 5 + 𝜆 = 0  

 7+ 3𝜆 = 0  𝜆 = −
7

3
 

بًؼبدنت انذزيت فُذصم ػهى يؼبدنت انًسخىي انًطهىة  𝛌ثبنثب َؼىض قًٍت انىسٍط 

: 

 (𝜆) = (1 −
7

3
)  + (1 −

7

3
)  + (5 −

7

3
)  + (−2 +

7

3
) = 0 

 (−
7

3
) = (−

4

3
)  + (−

4

3
)  + (

8

3
)  +
1

3
= 0 

 فنحصل على معادلة المستوي المطلوب :  3نضرب طرفً المعادلة السابقة بــ
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 (−
7

3
) = −4 − 4 + 8 + 1 = 0 

,𝑸𝟏أوجد معادلتً المستوٌٌن المنصفٌن الداخلً والخارجً لزاوٌة المستوٌٌن (3  𝑸𝟐 . 

 ل :ـــالح

 1 =  +  + 5 − 2 = 0 

  =  +  +  − 1 = 0 

 بما أن مجموعة نقاط المستوي المنصف متساوٌة البعد عن المستوٌٌن :

  1  ,  ,    

√ 1
 +  1

 +  1
 
=
     ,  ,    

√  
 +   

 +   
 
 

  +  + 5 − 2 

√1 + 1 + 25
=
  +  +  − 1 

√1 + 1 + 1
 

=
  +  + 5 − 2 

√27
=
  +  +  − 1 

√3
 

 ومنه :

√3   +  + 5 − 2 = √27  +  +  − 1  

 √3  +  + 5 − 2 =  √27  +  +  − 1  

 هً :  + وبالتالً معادلة المستوي الموافق للإشارة 

√3  +  + 5 − 2 = √27  +  +  − 1  

 

√3  + √3  + 5√3  − 2√3 = √27 + √27 + √27 − √27 

(√3 − √27) + (√3 − √27) + (5√3 − √27) + (√27 − 2√3) = 0   1  
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 هً :  − ومعادلة المستوي الموافق للإشارة 

√3  +  + 5 − 2 = −√27  +  +  − 1  

√3  + √3  + 5√3  − 2√3 = −√27 − √27 − √27 + √27 

(√3 + √27) + (√3 + √27) + (5√3 + √27) + (−√27 − 2√3) = 0  2  

 

ومن أجل تحدٌد معادلة المستوي المنصف الداخلً والخارجً نقوم بأخذ الجداء 

,1 الداخلً لكل من ناظمً المستوٌٌن   بحٌث :   

 ومنه :   ناظم فً المستوي  1,1,1          و  1 ناظم فً المستوي  1,1,5       1   

  1                = 1 + 1 + 5 = 7 

=                1  وبالتالً  7  0 

وهً المعادلة   − أي أن معادلة المستوي المنصف الداخلً هً الموافقة للإشارة 

       2  

 (√3 + √27) + (√3 + √27) + (5√3 + √27) + (−√27 − 2√3) = 0  

   1  وهً المعادلة   + والمنصف الخارجً هً الموافقة للإشارة 

(√3 − √27) + (√3 − √27) + (5√3 − √27) + (√27 − 2√3) = 0    

السؤال الثانً : 

 المعٌن بالمعادلة : 𝑺لدٌنا السطح 

𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒙𝟐 − 𝒚𝟐 + 𝟐𝒛𝟐 + 𝟐𝒙𝒚 − 𝟐𝒙𝒛 − 𝟔𝒚 + 𝟖𝒛 + 𝟏 = 𝟎 

 المطلوب :
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أوجد معادلتً المستقٌم الناظم ومعادلة المستوي المماس لهذا السطح فً النقطة (1 

𝑴𝟎 𝟎, 𝟐, 𝟏  

 

 ل :ـــالح

:  𝑴𝟎ػُد انُقطت   𝒇أولا َىجد انًشخقبث انجزئٍت نهخببغ 

   = 2 + 2 − 2 
   = −2 + 2 − 6

   = 4 − 2 + 8

}   ⏞
بتعوٌض احداثٌات النقطة  

   {

     = 2

     = −10

     = 12

 

يٍ انشكم :   𝑺ثبٍَب ندٌُب يؼبدنت انًسخىي انًًبس نهسطخ 

       −    +        −    +        −    = 0    1  

 حٌث:

  ,  ,  احداثٌات نقطة متحولة على المستوي المماس .   

 نجد :   وبتعوٌض قٌم المشتقات الجزئٌة عند النقطة 

2  − 0 − 10  − 2 + 12  − 1 = 0 

2 − 10 + 12 + 8 = 0 

يٍ انشكم : 𝑴𝟎فً انُقطت  𝑺ثبنثب ندٌُب يؼبدنخً انًسخقٍى انُبظى نهسطخ 

 −   
     

=
 −   
     

=
 −   
     

 
 − 0

2
=
 − 2

−10
=
 − 1

12
 

 حٌث:

  ,  ,  احداثٌات نقطة متحولة على المستقٌم الناظم .   
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 . 𝑺أوجد مركز تناظر السطح (2 

  ل :ــــالح

أولا نقوم بحساب المشتقات الجزئٌة لمعادلة السطح : 

   = 2 + 2 − 2 = 0      1 
   = −2 + 2 − 6 = 0       2 

   = 4 − 2 + 8 = 0       3 

 

ومن   بحل جملة المعادلات السابقة حلا مشتركا نحصل على مركز تناظر للسطح 

 لهذه الجملة بحٌث :  أجل ذلك لنوجد محدد الأمثال 

 = |
2 2 −2
2 −2 0
−2 0 4

| 

 ننشر وفق العمود الأخٌر فنجد :

 = −2 0 − 4 − 0 + 4 −4 − 4 = −24  0 

 بما أن محدد الأمثال لا ٌساوي الصفر فإن للجملة حل وحٌد بالشكل :

  =
  
 
   ,   =

  
 
   ,   =

  
 
             

 بحٌث نجد أن :

  = |
0 2 −2
6 −2 0
−8 0 4

| 

 ننشر وفق العمود الأخٌر فنجد :

  = −2 0 − 16 − 0 + 4 0 − 12 = −16 

  = |
2 0 −2
2 6 0
−2 −8 4

| 
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 ننشر وفق العمود الأخٌر فنجد :

  = −2 −16 + 12 − 0 + 4 12 − 0 = 56 

  = |
2 2 0
2 −2 6
−2 0 −8

| 

 ننشر وفق العمود الأخٌر فنجد :

  = 0 − 6 0 + 4 − 8 −4 − 4 = −88 

 نجد أن مركز التناظر هو النقطة التالٌة :    بالتعوٌض بالعلاقات 

 (  =
  
 
   ,   =

  
 
   ,   =

  
 
) 

 ⏞
 بالتعوٌض نجد

 (  =
−16

−24
   ,   =

56

−24
   ,   =

−88

−24
) =  
4

6
,−
7

3
,
11

3
  

, هل هذا المخروط مخروط مقارب مع  𝑺أوجد معادلة المخروط الموجه للسطح (3 

 التعلٌل ؟

 ل :ـــالح

نفسها وذلك بإهمال الحدود   إن معادلة المخروط الموجه تنتج من معادلة السطح 

 الخطٌة والحد الثابت ومن أجل ذلك نجد أن المعادلة المطلوبة من الشكل :

  =   −   + 2  + 2  − 2  = 0 

ونقول عن المخروط الموجه أنه مخروط مقارب وذلك لأن المشتقات الجزئٌة لمعادلة 

وبالتالً مركز تناظر السطح    ذاتها المشتقات الجزئٌة لمعادلة المخروط    السطح 

 .   ٌختلف عن مركز تناظر المخروط   

 السؤال الثالث :

 حتى تتعامد الكرتان : 𝝀عٌن وسٌط (1 
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𝐒𝟏 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟐𝒙
𝟐 + 𝟐𝒚𝟐 + 𝟐𝒁𝟐 − 𝝀𝒚 + 𝟐𝒛 = 𝟎 

𝐒𝟐 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒁𝟐 + 𝝀𝒙 − 𝝀𝒚 − 𝟒𝒁 +
𝝀

𝟐
= 𝟎 

 ل :ـــالح

 لتعامد الكرتان ٌجب أن ٌتحقق الشرط التالً :

 1   +  1   +  1   =
 1 +   
2
               

,1 بحٌث أن   1,  . 1 هً احداثٌات مركز الكرة  1 

,  بحٌث أن    ,  .    هً احداثٌات مركز الكرة   

 نجد : 1 وبالتالً من الكرة 

 1  ,  ,   = 2 
 + 2  + 2  − 𝜆 + 2 = 0 

 لتصبح من الشكل :  2 نقسم طرفً المعادلة السابقة على 

  1  ,  ,   =  
 +   +   −

𝜆

2
 +  = 0 

 بالمقارنة مع الشكل العام لمعادلة الكرة نجد :

{

−2 1 = 0

−2 1 = −
𝜆

2
−2 1 = 1

       

{
 
 

 
 
 1 = 0

 1 =
𝜆

4

 1 = −
1

2

    

 ٌكون : 1   عندئذ مركز الكرة 

 1 (0,   
𝜆

4
 , −
1

2
)      = 0 



  

  

 

26 

 نجد :   وبالتالً من الكرة 

    ,  ,   =  
 +   +   + 𝜆 − 𝜆 − 4 +

𝜆

2
= 0 

 لمعادلة الكرة نجد :بالمقارنة مع الشكل العام 

{
−2 1 = 𝜆
−2 1 = −𝜆
−2 1 = −4

       

{
 
 

 
  1 = −

𝜆

2

 1 =
𝜆

2
 1 = 2

    

 ٌكون :    عندئذ مركز الكرة 

 1 (−
𝜆

2
,   
𝜆

2
, 2)      = 0 

 نجد أن :    بتعوٌض المعطٌات السابقة بالعلاقة 

 0  (−
𝜆

2
) + (
𝜆

4
)  (
𝜆

2
) + (−

1

2
)   2 =

 0 + (
𝜆
2)

2
= 

1

8
𝜆 − 1 =

𝜆

4
 

  8نضرب الطرفٌن بــ  

𝜆 − 8 = 2𝜆   𝜆 − 2𝜆 − 8 = 0 

 بحٌث :    نحل المعادلة السابقة باستخدام الــ

 =   − 4    

 =  −2  − 4 1  −8 = 4 + 32 = 36  0 

 √ = 6 
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 ٌحققان تعامد الكرتٌن السابقتٌن وهما : 𝜆  وبالتالً لدٌنا قٌمتان للوسٌط 

 إما :

𝜆1 =
− − √ 

2 
=
2 − 6

2
= −2    𝜆1 = −2  

  أو :

𝜆 =
− + √ 

2 
=
2 + 6

2
= −2    𝜆 = 4   

𝝀إذا كانت (2  = ٌة التالٌة بالنسبة بٌن وضع المستقٌم المعطى بالمعادلات الوسٌط 𝟏

 : 𝑺𝟏للكرة 

𝒙 = 𝟏 + 𝟐𝒕    , 𝒚 = 𝟏 − 𝒕    , 𝒛 = 𝟐𝒕  

 ل :ــــالح

𝜆من أجل  =  تصبح من الشكل : 1 نجد أن معادلة الكرة  1

 1  ,  ,   = 2 
 + 2  + 2  −  + 2 = 0 

 لتصبح من الشكل :  2 نقسم طرفً المعادلة السابقة على 

  1  ,  ,   =  
 +   +   −

1

2
 +  = 0 

ومن  1  والان لندرس وضع المستقٌم المعطى بالمعادلات الوسٌطٌة بالنسبة للكرة 

 أجل ذلك نقوم بما ٌلً :

ثَؼبدىخ اىنشح فْحصو ػيى ٍؼبدىخ ٍِ اىذسجخ اىخبٍّخ  أٗلا ّؼ٘ض اىَؼبدلاد اى٘سٍطٍخ

:  𝑡ثبىْسجخ ىي٘سٍط 



  

  

 

28 

  1 + 2   +  1 −    +  2   −
1

2
 1 −   +  2  = 0 

 1+ 4 + 4  + 1 − 2 +   + 4  −
1

2
+
1

2
 + 2 = 0 

 9  +
9

2
 +
3

2
= 0 

نضرب طرفً المعادلة السابقة بــ
 

 
 نجد :  

6  + 3 + 1 = 0 

 فنجد :

 = 6          ,  = 3     ,  = 1 

ّ٘جذ اىحي٘ه :   حبٍّب ثبستخذاً اىٍََض 

 =   − 4    

 =  3  − 4 6  1 = 9 − 24 = −15  0 

وبالتالً المعادلة مستحٌلة الحل ومن أجل ذلك المستقٌم غٌر قاطع للكرة بأي نقطة تقع 

1 خارج الكرة 
  . 

 ---اَخهى انذـــم  ---
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 2015أسئيخ ٍقشس اىْٖذسخ اىتحيٍيٍخ اىفصو الأٗه دٗسح 

 السؤال الأول :

 لدٌنا المستوٌان :        

𝑸𝟏 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝟒𝒁 − 𝟓 = 𝟎 

𝑸𝟐 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟏 = 𝟎 

 مطلوب :ال

بٌن وضع المستقٌم المعٌن بالمعادلات (1 
𝒙+𝟑

𝟑
=

𝒚−𝟏

−𝟏
=

𝒛

𝟒
 𝑸𝟏بالنسبة لــ   

,𝑸𝟏أوجد معادلة مستوي ٌمر بالفصل المشترك للمستوٌٌن (2  𝑸𝟐  و ٌعامد المستوي 

𝑸 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒙 − 𝒚 + 𝒛 = 𝟎 

,𝑴𝟏 𝟎أوجد نظٌر النقطة (3  𝟏,   𝑸𝟐بالنسبة للمستوي   𝟐

 

 السؤال الثانً : 

 أوجد معادلتً المستقٌم القاطع للمستقٌمٌن :

𝑫𝟏  
𝑸𝟏 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟑 = 𝟎

𝑸𝟐 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒚 − 𝒛 + 𝟐 = 𝟎
 

𝑫𝟐  
𝑸𝟑 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟐𝒙 + 𝒚 − 𝟐𝒛 + 𝟐 = 𝟎

𝑸𝟒 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟑𝒙 + 𝟐𝒛 + 𝟏 = 𝟎
 

=   𝒗والموازي للمتجه   𝟐, 𝟓, 𝟑  

 

 السؤال الثالث : 
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 حٌث : 𝑺مع الكرة  𝑸عٌن نصف قطر ومركز دائرة تقاطع المستوي 

𝑸 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟑𝒙 + 𝒚 − 𝒛 − 𝟗 = 𝟎 

𝐒 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒁𝟐 − 𝟖𝒙 − 𝟏𝟒𝒚 + 𝟐𝒁 + 𝟑𝟎 = 𝟎 

 السؤال الرابع :

 المعٌن بالمعادلة : 𝑺لدٌنا السطح 

𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟐𝒙𝟐 − 𝟑𝒚𝟐 − 𝟒𝒁𝟐 − 𝟏𝟐𝒙 − 𝟔𝒚 − 𝟐𝟕 = 𝟎 

 المطلوب :

فً النقطة  𝑺أوجد معادلتً المستقٌم الناظم ومعادلة المستوي المماس للسطح (1 

𝑴𝟎 𝟏, 𝟎, 𝟐   

  𝑺عٌن نوع السطح (2 

 . 𝒙𝒐𝒚لمستوي مع ا 𝑺أوجد مقطع السطح (3 

 . 𝑺أوجد معادلة المخروط الموجه للسطح (4 

 ---اَخهج الأسئهت  ---
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 2015 دورة انفصم الأولدم 

 :السؤال الأول

 لدٌنا المستوٌان :      

𝑸𝟏 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝟒𝒁 − 𝟓 = 𝟎 

𝑸𝟐 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟏 = 𝟎 

 المطلوب :

بٌن وضع المستقٌم المعٌن بالمعادلات (1 
𝒙+𝟑

𝟑
=

𝒚−𝟏

−𝟏
=

𝒛

𝟒
 𝑸𝟏بالنسبة لــ   

 ل :ـــالح

كارتٌا بالمعادلة نلاحظ ان المستقٌم معطى دٌ
 + 

 
=
 −1

−1
=
 

 
     𝜆وبفرض أن    

 وسٌط حقٌقً بحٌث :

 + 3

3
=
 − 1

−1
=
 

4
= 𝜆 

 عندئذ نجد ان المعادلات الوسٌطٌة للمستقٌم المعطى هً :

 + 3

3
= 𝜆   = 3𝜆 − 3 

 −1

−1
=  𝜆   = −𝜆 + 1  

 

4
= 𝜆   = 4𝜆 

فنحصل على المعادلة  1 نعوض فً المعادلات الوسٌطٌة السابقة بمعادلة المستوي 

 وذلك كالتالً : 𝜆من الدرجة الأولى بدلالة الوسٌط 

 1  ,  ,   = 2 +  + 4 − 5 = 0 

 بالتعوٌض نجد :
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 1  ,  ,   = 2(3𝜆 − 3) + (−𝜆 + 1) + 4(4𝜆) − 5 = 0 

6𝜆 − 6 − 𝜆 + 1 + 16𝜆 − 5 = 0  21𝜆 − 10 = 0 

𝜆 =
10

21
 

 بنقطة واحدة  1 حل وحٌد فإن المستقٌم المعطى ٌقطع المستوي  بما أن للمعادلة 

 

 

𝜆إذا طلب اٌجاد احداثٌات النقطة نعوض قٌمة  =
1 

 1
 بالمعادلات الوسٌطٌة . 

,𝑸𝟏أوجد معادلة مستوي ٌمر بالفصل المشترك للمستوٌٌن (2  𝑸𝟐  و ٌعامد المستوي 

𝑸 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒙 − 𝒚 + 𝒛 = 𝟎 

 ل :ــــالح

 عندئذ :  فإنه ٌكون موازي لمنحنً   بما أن المستوي المطلوب ٌعامد المستوي  

   1,−1,1   

,𝑄1أٗلا ّ٘جذ ٍؼبدىخ حضٍخ اىَستٌ٘بد اىَبسح ثبىفصو اىَشتشك ىيَستٌٍِ٘  𝑄   ًٕٗ

ٍِ اىشنو : 

 (𝜆) =  1  ,  ,   + 𝜆     ,  ,    

 (𝜆) =  2 + 𝜆  +  1 + 𝜆  +  4 + 𝜆  +  −5 − 𝜆 = 0 

 

 ومنه ناظم الحزمة ٌكون :

  𝜆
       (2 + 𝜆 , 1 + 𝜆 ,4 + 𝜆) 

 ملاحظة :
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ثبتجبع ٍب ٌيً :  𝜆حبٍّب ّ٘جذ قٍَخ اى٘سٍط 

,1 بما أن المستوي المطلوب ٌمر بالفصل المشترك للمستوٌٌن  وٌوازي المنحنى    

 :فإن   

  𝜆
           

 ومنه : 

  𝜆
          = 0  (2 + 𝜆 , 1 + 𝜆 ,4 + 𝜆) 1, −1,1  = 0 

  وبالتالً :

  𝜆
          =  2 + 𝜆 1 +  1 + 𝜆  −1 +  4 + 𝜆 1 = 0 

 2+ 𝜆 − 1 + 4 + 𝜆 = 0  

 𝜆+ 5 = 0  𝜆 = −5 

ثَؼبدىخ اىحضٍخ فْحصو ػيى ٍؼبدىخ اىَست٘ي اىَطي٘ة :  𝜆حبىخب ّؼ٘ض قٍَخ اى٘سٍط 

 (𝜆) =  2 − 5  +  1 − 5  +  4 − 5  +  −5 + 5 = 0 

  −5 = −3 − 4 −  = 0 

 وهً معادلة المستوي المطلوبة .

,𝑴𝟏 𝟎أوجد نظٌر النقطة (3  𝟏,   𝑸𝟐بالنسبة للمستوي   𝟐

 ل :ـــالح

,     بفرض    ,      بالنسبة للمستوي 1 هً النقطة المطلوبة نظٌرة     

 نتبع الخطوات التالٌة :   عندئذ لإٌجاد احداثٌات 
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توازي                1 عندئذ القطعة المستقٌمة    للمستوي  1 نظٌرة    اولا بما أن 

 ومن علاقة التوازي نجد :   الناظم للمستوي 

  − 0

1
=
  − 1

1
=
  − 2

1
 

 نجد : 𝜆المعادلات بالشكل الوسٌطً بدلالة  بنكت

      1    {

  = 𝜆

  = 𝜆 + 1

  = 𝜆 + 2

 

,1 بما أن النقطتان  ٌعامد    فرضا نجد أن المستوي    متناظرتان بالنسبة لـ    

تعطى احداثٌاتها    تكن فً منتصفها عندئذ ٌوجد نقطة ول               1 القطعة المستقٌمة 

 بالشكل :

  (
 1 +   
2
,
 1 +   
2
,
 1 +   
2
) 

 ((  تنتمً الى المستوي    ))لأن    تحقق معادلة المستوي     وبما أن 

    ,  ,   =  +  +  − 1 = 0 

    ,  ,   =
 1 +   
2
+
 1 +   
2
+
 1 +   
2
− 1 = 0 

 نجد   2نضرب طرفً المعادلة بـ

    ,  ,   =   1 +    +   1 +    +   1 +    − 2 = 0 

 نجد : 1 بتعوٌض احداثٌات 

=  0 +    +  1 +    +  2 +    − 2 = 0        

  +   +   + 1 = 0        2  

 نجد :   2 فً   1 نعوض 
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𝜆 + 𝜆 + 1 + 𝜆 + 2 + 1 = 0    

 3𝜆 + 4 = 0 

 𝜆 = −
4

3
 

 1 وهً نظٌرة    فنحصل على احداثٌات النقطة  1 بالمعادلة      𝜆نعوض

      1    

{
 
 

 
   = −

4

3

  = −
4

3
+ 1 = −

1

3

  = −
4

3
+ 2 = −

2

3

 

  (−
4

3
,−
1

3
,−
2

3
) 

 السؤال الثانً :

 أوجد معادلتً المستقٌم القاطع للمستقٌمٌن : 

𝑫𝟏  
𝑸𝟏 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟑 = 𝟎

𝑸𝟐 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒚 − 𝒛 + 𝟐 = 𝟎
 

𝑫𝟐  
𝑸𝟑 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟐𝒙 + 𝒚 − 𝟐𝒛 + 𝟐 = 𝟎

𝑸𝟒 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟑𝒙 + 𝟐𝒛 + 𝟏 = 𝟎
 

=   𝒗والموازي للمتجه   𝟐, 𝟓, 𝟑  

 ل :ـــالح

 لإٌجاد معادلتً المستقٌم المطلوب نتبع الخطوات التالٌة :
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حٌ ّختبس ٍست٘ي ثحٍج ٌنُ٘  𝐷1أٗلا ّ٘جذ ٍؼبدىخ حضٍخ اىَستٌ٘بد اىَبسح ثبىَستقٌٍ 

 :   𝑣ٍ٘اصي ىيَتجٔ 

 (𝜆) =  1  ,  ,   + 𝜆     ,  ,    

 (𝜆) =  + (1 + 𝜆) + (1 − 𝜆) + (−3 + 2𝜆) = 0        

 ومنه ناظم الحزمة ٌكون :

  𝜆
       (1 , 1 + 𝜆 ,1 − 𝜆) 

 باتباع ما ٌلً : 𝜆نوجد قٌمة الوسٌط 

 بحٌث :𝜆 بأن نبحث عن قٌمة لـ   نختار مستوي بحٌث ٌكون موازي للمتجه 

  𝜆
           

 ومنه :

  𝜆
          = 0  (1 , 1 + 𝜆 ,1 − 𝜆) 2,5,3  = 0 

    وبالتالً :

  𝜆
          =  1 2 +  1 + 𝜆  5 +  1 − 𝜆 3 = 0 

 2+ 5 + 5𝜆 + 3 − 3𝜆 = 0  

 2𝜆 + 10 = 0  𝜆 = −5 

 نحصل على معادلة المستوي التالً :    بمعادلة الحزمة  𝜆نوجد قٌمة 

    ,  ,   =  − 4 + 6 − 13 = 0 

حٌ ّختبس ٍست٘ي ثحٍج ٌنُ٘   Dحبٍّب ّ٘جذ ٍؼبدىخ حضٍخ اىَستٌ٘بد اىَبسح ثبىَستقٌٍ 

 :    vٍ٘اصي ىيَتجٔ 
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    =     ,  ,   +       ,  ,    

    =  2 + 3   +  +  −2 + 2   +  2 +  = 0          

 ومنه ناظم الحزمة ٌكون :

            2 + 3 , 1, −2 + 2   

 باتباع ما ٌلً : 𝜆نوجد قٌمة الوسٌط 

 بحٌث :  بأن نبحث عن قٌمة لـ   نختار مستوي بحٌث ٌكون موازي للمتجه 

               

         

 ومنه :

              = 0   2 + 3 , 1, −2 + 2   2,5,3  = 0 

 وبالتالً :

                     =  2 + 3  2 +  1  5 +  −2 + 2  3 = 0 

 4+ 6 + 5 − 6 + 6 = 0  

 12 + 3 = 0   = −
1

4
 

 نحصل على معادلة المستوي التالً :     بمعادلة الحزمة   نوجد قٌمة 

     ,  ,   = 5 − 4 − 10 + 7 = 0 

 ومنه :    و    وبالتالً معادلتً المستقٌم المطلوب هما المعادلتٌن للمستوٌٌن 

    ,  ,   =  − 4 + 6 − 13 = 0 

     ,  ,   = 5 − 4 − 10 + 7 = 0 
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 لسؤال الثالث :ا

 حٌث : 𝑺مع الكرة  𝑸عٌن نصف قطر ومركز دائرة تقاطع المستوي 

𝑸 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟑𝒙 + 𝒚 − 𝒛 − 𝟗 = 𝟎 

𝐒 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒁𝟐 − 𝟖𝒙 − 𝟏𝟒𝒚 + 𝟐𝒁 + 𝟑𝟎 = 𝟎 

 ل :ـــالح

,𝐶 𝑎اٗلا ّقً٘ ثتؼٍِ احذاحٍبد ٍشمض اىنشح  𝑏, 𝑐   ٗرىل ثَقبسّخ ٍؼبدىخ اىنشح اىَؼطبح

ٍغ اىصٍغخ اىؼبٍخ ىَؼبدىخ اىنشح اىتً ىٖب شنو : 

   ,  ,   =   +   +   − 2  − 2  − 2  +  = 0 

 ومنه نجد مركز الكرة هو :

  4,7, −1  

 حبٍّب ّ٘جذ ّصف قطش اىنشح ثحٍج ّؼيٌ أُ 

 =   +   +   −      

 :ومنه

 = √  +   +   −   

  = √4 + 7 +  −1  − 30     = √36 

ٍِ دست٘س ثؼذ ّقطخ ػِ ٍست٘ي اىزي  𝑄حبىخب ّ٘جذ ثؼذ ٍشمض اىنشح ػِ اىَست٘ي 

 ٌؼطى ثبىؼلاقخ :

𝛿 =
   +   +   +   

√  +   +   
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𝛿 =
  3  4 +  1  7 +  −1  −1 +  −9  

√ 3  +  1  +  −1  
=
 11 

√11
=
11

√11 
= √11  

ٍِ أجو دساسخ اى٘ظغ اىْسجً ىَست٘ي ٍغ  𝑅ٍغ ّصف اىنشح   𝛿ساثؼب ّقبسُ اىجؼذ 

 :اىنشح ّجذ

 = 6  √11 = 𝛿 

بدائرة لنعٌن مركز ونصف قطر هذه الدائرة   ٌقطع الكرة   وبالتالً المستوي 

 ٌتعٌن وفق علاقة فٌثاغورث فً المثلث القائم :  بحٌث أن نصف قطرها 

  =   + 𝛿
 
    = √    − 𝛿

 
   = √25 = 5 

 : ًنوجد مركز دائرة التقاطع بالتال 

والعمودي على  𝑪نوجد المعادلات الوسٌطٌة للمستقٌم المار من مركز الكرة  

,𝑴 𝒙ونفرض أن  𝑸المستوي  𝒚, 𝒛   نقطة متحركة على المستقٌم وبما أن

ٌوازي المستقٌم ومنه:  𝑸مستوي المستقٌم المفروض ٌعامد المستوي فإن ناظم ال

 − 4

3
=
 − 7

1
=
 + 1

−1
= 𝜆 

 من الشكل : 𝜆ومنه نستطٌع كتابة المعادلات الوسٌطٌة بدلالة 

    {
 = 3𝜆 + 4
 = 𝜆 + 7
 = −𝜆 − 1

 

:  𝝀لنوجد قٌمة  𝑸ستوي بمعادلة الم    نعوض المعادلات الوسٌطٌة  

   ,  ,   = 3 3𝜆 + 4 +  𝜆 + 7 −  −𝜆 − 1 − 9 = 0 

  9𝜆 + 12 + 𝜆 + 7 + 𝜆 + 1 − 9 = 0 

 11𝜆 + 11 = 0 
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 𝜆 = −1 

فنحصل على احداثٌات مركز الكرة :     بالمعادلات الوسٌطٌة  𝝀نعوض قٌمة  

{
 = 3 −1 + 4 = 1
 = −1 + 7 = 6

 = − −1 − 1 = 0
 

    1,6,0  مركز تقاطع الدائرة هو :

 

 السؤال الرابع :

 المعٌن بالمعادلة : 𝑺لدٌنا السطح 

𝒇 𝒙, 𝒚, 𝒛 = 𝟐𝒙𝟐 − 𝟑𝒚𝟐 − 𝟒𝒁𝟐 − 𝟏𝟐𝒙 − 𝟔𝒚 − 𝟐𝟕 = 𝟎 

 المطلوب :

فً النقطة  𝑺أوجد معادلتً المستقٌم الناظم ومعادلة المستوي المماس للسطح  (1

𝑴𝟎 𝟏, 𝟎, 𝟐   

 ل :ـــالح

:   𝑀ػْذ اىْقطخ   𝑓أٗلا ّ٘جذ اىَشتقبد اىجضئٍخ ىيتبثغ 

   = 4 − 12
   = −6 − 6

   = −8 

}   ⏞
بتعوٌض احداثٌات النقطة  

   {

     = −8

     = −6

     = −16

 

ٍِ اىشنو :   𝑆حبٍّب ىذٌْب ٍؼبدىخ اىَست٘ي اىََبط ىيسطح 

       −   +        −   +        −   = 0    1  

 دٍث:
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  ,  ,  احداثٌات نقطة متحولة على المستوي المماس .   

 نجد :   وبتعوٌض قٌم المشتقات الجزئٌة عند النقطة 

−8  − 1 − 6  − 0 − 16  − 2 = 0 

 :  ومنه معادلة المستوي المماس للسطح 

−8 − 6 − 16 + 40 = 0 

 

 ٍِ اىشنو : 𝑆حبىخب ىذٌْب ٍؼبدىتً اىَستقٌٍ اىْبظٌ ىيسطح 

 −   
     

=
 −   
     

=
 −   
     

 
 − 1

−8
=
 − 0

−6
=
 − 2

−16
 

 حٌث:

  ,  ,  احداثٌات نقطة متحولة على المستقٌم الناظم .   

  𝑺عٌن نوع السطح (2 

 إن معادلة السطح المعطاة هً من الشكل :

   ,  ,   + 2   ,  ,   +  = 0 

 لنحولها إلى الشكل :

   +    +    +  = 0 

 نعوض :

2  − 3  − 4  − 12 − 6 − 27 = 0 

 2  − 12 − 3  − 6 − 4  − 27 = 0 

 2   − 6  − 3   + 2  − 4  = 27 
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 مربع الكامل :بالإتمام الى ال

 2   − 6 + 9 − 3   + 2 + 1 − 4  = 27 + 18 − 3 

 2  − 3  − 3  + 1  − 4  = 42           

ومن ثم نجعل مبدأ الاحداثٌات هو مركز تناظر وذلك بواسطة الانسحاب من خلال 

 دساتٌر الانسحاب نجد :

 =  + 3     ,  =  + 1    ,  =   

 نجد :    نعوض دساتٌر الانسحاب بالعلاقة 

2  − 3  − 4  = 42 

  :بالمطابقة مع الشكل

   +    +    +  = 0 

 نجد أن :

 = 2     ,  = −3    ,  = −4     ,     = −42 

 ٌكون :   − وبتقسٌم طرفً المعادلة على 

  

21
−
  

14
−

  

42
4
= −1 

 حٌث أن :

  = 21    ,   = 14    ,   = 4 

 . وهً عبارة عن معادلة قطع زائد ذو فرعٌن
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 . 𝒙𝒐𝒚مع المستوي  𝑺أوجد مقطع السطح (3 

 ل :ـــالح

𝑧نفرض أن  𝑥𝑜𝑦مع المستوي  𝑆لإٌجاد مقطع السطح  = 0  

 فً المعادلة نجد أن :بالتعوٌض 

−
  − 3  

21
+
  + 1  

14
+

  

42
4
= −1 

−
  − 3  

21
+
  + 1  

14
= −1   

 نجد :    1− نضرب بـ 

  − 3  

21
−
  + 1  

14
= 1 

,3 معادلة قطع ناقص مركزه    −1  

 . 𝑺أوجد معادلة المخروط الموجه للسطح (4 

فسها وذلك بإهمال الحدود ن  إن معادلة المخروط الموجه تنتج من معادلة السطح 

 الخطٌة والحد الثابت ومن أجل ذلك نجد أن المعادلة المطلوبة هً من الشكل :

  = 2  − 3  − 4  = 0 

 

 ---انذـــم اَخهى  ---
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     2014أسئيخ ٍقشس اىْٖذسخ اىتحيٍيٍخ اىتنٍَيً دٗسح 

 السؤال الأول:

,𝐃𝟏حٌث :   𝐃𝟐 لدٌنا المستقٌمان 

𝑫𝟏:  
𝑸𝟏 ≡ 𝟐𝒙 + 𝒚 − 𝟏 = 𝟎

𝑸𝟐 ≡ 𝒚 + 𝒛 − 𝟒 = 𝟎
                       

𝑫𝟐:  
𝑸𝟑 ≡ 𝒙 − 𝒚 + 𝒛 = 𝟎

𝑸𝟒 ≡ 𝒙 − 𝟐𝒛 − 𝟐 = 𝟎
 

 𝒗    −𝟐, 𝟐, والموازي للمتجه    𝟏 𝑫𝟏, 𝑫𝟐 .أوجد معادلتً المستقٌم القاطع 1

للمستقٌمٌن  

 ل:ـــالح

, ّٗختبس ٍِ ٕزٓ اىحضٍخ ٍستٌ٘بً D1أٗلاً ّ٘جذ حضٍخ اىَستقٍَبد اىَبسح ثبىَستقٌٍ 

 تؼطى ثبىشنو: D1. ٗىذٌْب ٍؼبدىخ حضٍخ اىَستٌ٘بد اىَبسح ثبىَستقٌٍ   vٌ٘اصي 

 𝜆 ≡  1 + 𝜆  = 0   𝜆 ≡  2 +  − 1 + 𝜆  +  − 4 = 0 

 بالفك والترتٌب نجد:

 𝜆 ≡ 2 +  1 + 𝜆  + 𝜆 +  −1 − 𝜆4 = 0 

 ناظم الحزمة هو:ومنه نجد أن 

 𝜆      2,1 + 𝜆, 𝜆  

بحٌث 𝜆 , أي نبحث عن قٌمة لـ   ونختار من هذه الحزمة مستوٌا  ٌوازي الشعاع 

 ,ومنه نكتب:   ٌعامد الشعاع      𝜆 ٌكون ناظم الحزمة 

 𝜆            𝜆        = 0   2,1 + 𝜆, 𝜆   −2,2,1 = 0 

 2 −2 + 2 1 + 𝜆 + 1 𝜆 = 0  −4 + 2 + 2𝜆 + 𝜆 = 0 
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𝜆نجد أن  =
 

 
 نجد أن: 𝜆 الحزمة  بمعادلة 𝜆نعوض قٌمة   

 
𝜆 
 
 
≡ 2 + (1 +

2

3
)  +

2

3
 + (−1 − 4(

2

3
)) = 0 

  𝜆 ≡ 2 +
5

3
 +
2

3
 −
11

3
= 0  نضرب الطرفٌن بـ3 

 ومنه ٌكون :

 𝜆 ≡ 6 + 5 + 2 − 11 = 0    

, ّٗختبس ٍِ ٕزٓ اىحضٍخ ٍستٌ٘بً  𝐷حبٍّب:ّ٘جذ حضٍخ اىَستقٍَبد اىَبسح ثبىَستقٌٍ 

تؼطى ثبىشنو:   𝐷. ٗىذٌْب ٍؼبدىخ حضٍخ اىَستٌ٘بد اىَبسح ثبىَستقٌٍ  𝑣ٌ٘اصي 

  ≡   +    = 0   ≡   −  +   +    − 2 − 2 = 0 

 بالفك والترتٌب نجد:

  ≡  1 +    −  +  1 − 2   − 2 = 0 

 ومنه نجد أن ناظم الحزمة هو:

        1 +  ,−1,1 − 2   

بحٌث 𝜆 , أي نبحث عن قٌمة لـ   ونختار من هذه الحزمة مستوٌا  ٌوازي الشعاع 

 ,ومنه نكتب:   ٌعامد الشعاع        ٌكون ناظم الحزمة 

                       = 0   1 +  ,−1,1 − 2    −2,2,1 = 0 

 −2 1 +   + 2 −1 + 1 1 − 2  = 0

 −2 − 2 − 2 + 1 − 2 = 0 

= نجد أن  −
 

 
 :نجد أن   بمعادلة الحزمة   نعوض قٌمة   
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  −
 
 
≡ (1 −

3

4
)  −  +  1 − 2 −

3

4
  + (

6

4
) = 0 

   ≡
1

4
 −  +

10

4
 +
6

4
= 0  نضرب الطرفٌن بـ4 

 ومنه ٌكون :

  ≡  − 4 + 10 + 6 = 0    

,D1إُ ٍؼبدىتً اىَستقٌٍ اىقبطغ ىيَستقٍٍَِ :حبىخبً  D   ٔٗاىَ٘اصي ىيَتجv   −2,2,1  

,Qμٌتؼٍِ ثتقبطغ اىَستٌٍِ٘  Qλ  ٍِٗثفشض أُ  ٗ  اىَؼٍٍِْ ثبىَؼبدىت ٍْٔٗ

 ّجذ أُ ٍؼبدىتٍٔ َٕب: Dاىَستقٌٍ اىَطي٘ة ٕ٘ 

 : {
 𝜆 ≡ 6 + 5 + 2 − 11 = 0
  ≡  − 4 + 10 + 6 = 0

 

,𝑸𝟑.أوجد معادلة المستوي المنصف الخارجً لزاوٌة المستوٌٌن 2 𝑸𝟒 

 ل:ـــالح

,  بما أن مجموعة نقاط المستوي المنصف متساوٌة البعد عن كلا المستوٌٌن     

 فإن العلاقة التالٌة محققة:

     , ,   

√  
 +  
 +  
 
 = 
     , ,   

√  
 +  
 +  
 
  
  − +  

√1+1+1
 = 
  −  −  

√1+ + 
 

 بحٌث أن:

  
,            هو ناظم المستوي      ,    =  1, −1,1 

,            هو ناظم المستوي      ,    =  1,0,−2 
 

  − +  

√ 
=
  −  −  

√ 
 √5  −  +   =  √3  − 2 − 2    …* 
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ٌنتج لدٌنا من العلاقة السابقة * معادلتٌن الأولى موافقة للإشارة )+( والثانٌة 

( وهما معادلتً المنصفٌن الداخلً والخارجً وللتمٌٌز بٌنهما -موافقة للإشارة )

,𝑸𝟑نأخذ الجداء الداخلً لناظمً المستوٌٌن  𝑸𝟒  ثم نناقش إشارة ناتج الجداء ومنه

ٌكون: 

  ,   =  1,−1,1   1,0, −2 = 1 1 + 0 −1 + 1 −2 = −1  0 

( والناتجة عن فك -وبالتالً معادلة المنصف الخارجً هً المعادلة الموافقة للإشارة )

 العلاقة التالٌة :

√5  −  +   = −√3  − 2 − 2  

 (√5 + √3) + (−√5) + (√5 − 2√3) − 2√3 = 0 

,  وهً معادلة المنصف الخارجً لزاوٌة المستوٌٌن     

 : 𝑫𝟐.أكتب المعادلات الوسٌطٌة للمستقٌم 3

اىزي ٕ٘ اىفصو اىَشتشك ىتقبطغ اىَستٌٍِ٘   𝐷أٗلاً: ّؼٍِ ّقطخ تْتًَ اىى اىَستقٌٍ 

𝑄 , 𝑄   :ٌٗتٌ رىل ثـ

حل جملة معادلتً المستوٌٌن حلا  مشتركا  وهً جملة معادلتٌن بثلاثة مجاهٌل ونكمل 

= حل جملة معادلتٌن بمجهولٌن ولذلك نفرض:   فٌكون: 0

 = 2,  = 2  {
 −  = 0
 − 2 = 0

 

   تنتمً للمستقٌم   2,2,0   وبالتالً تكون النقطة 

ٌؼبٍذ ّبظًَ اىَستٌٍِ٘   Dثحٍج ّجذ أُ اىَستقٌٍ   Dحبٍّبً: ّ٘جذ ٍْحى اىَستقٌٍ 

Q , Q   أي أّٔ ٌتؼٍِ ٍِ اىجذاء اىخبسجً ىـN 
     , N 
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  =                = |
             

1 −1 1
1 0 −2

| = 2  + 3     +        

  2,3,1   أي أن المنحى هو 

  Mاىزي ٌَش ثبىْقطخ    Dحبىخبً: أصجحْب ّشٌذ إٌجبد اىَؼبدلاد اى٘سٍطٍخ ىيَستقٌٍ 

 ػْذئزٍ:    Aٌٗ٘اصي اىَْحى 

,   بفرض   , بأنه وفً جمٌع أوضاع النقطة    نقطة متحولة على المستقٌم    

 تتحقق العلاقة التالٌة:  

                    − 2,  − 2,   = 𝜆 2,3,1  

  
 −   𝜆

 −   𝜆

  𝜆

   {
   𝜆+ 

   𝜆+ 

  𝜆

 

    وهً المعادلات الوسٌطٌة للمستقٌم 

,𝑴𝟎 𝟏.أوجد معادلة المستوي المار بالنقطة 4 𝟐, ,𝑸𝟏وٌعامد المستوٌٌن   𝟑 𝑸𝟐  

,1 وب ٌعامد المستوٌٌن بما أن المستوي المطل فهو ٌوازي ناظمٌهما أي أن ناظم    

,1 المستوي المطلوب ٌتعٌن بالجداء الخارجً لناظمً المستوٌٌن   حٌث أن:   

  2,1,0      1  ناظم المستوي 1 

  0,1,1          ناظم المستوي   

تتحقق   ناظم المستوي المطلوب عندئذٍ وفً جمٌع أوضاع النقطة      ولنفرض 

 لاقة التالٌة:الع



  

  

 

49 

                                     = 0    − 1,  − 2,  − 3   1, −2,2 = 0 

 1  − 1 − 2  − 2 + 2  − 3 = 0

   − 1 − 2 + 4 + 2 − 6 = 0   − 2 + 2 − 3 = 0 

 وهً معادلة المستوي المطلوب

,𝑴𝟏 𝟏.أوجد نظٌرة النقطة 5 𝟎,   𝑸𝟑بالنسبة للمستوي   𝟏

 ل:ـــالح

,     بفرض    , ومنه نجد أن    بالنسبة للمستوي  1 نقطة نظٌرة لـ    

 ومنه تكون العلاقة التالٌة محققة:               1          

  −  1
  
=
  −  1
  
=
  −  1
  
 
  − 1

1
=
  − 0

−1
=
  − 1

1
= 𝜆   

 بالشكل الوسٌطً:   لنكتب إحداثٌات النقطة 

  = 𝜆 + 1 ,   = −𝜆 ,   = 𝜆 + 1       

,1 بما أن  فإنه ٌقطع القطعة المستقٌمة    متناظرتان بالنسبة للمستوي    

 1, ,1 فً منتصفها أي أن إحداثٌات منتصف القطعة المستقٌمة                   تحقق                  

    معادلة المستوي 

 ولتكن هذه النقطة هً:

   
  +1

 
,
  + 

 
,
  +1

 
 نجد أن:    لنعوض بمعادلة المستوي   

  ≡ (
  + 1

2
) − (
  + 0

2
) + (
  + 1

2
) = 0  نضرب الطرفٌن بـ2 

  + 1 −   +   + 1 = 0    −   +   + 2 = 0    
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 فٌكون : 𝜆لنوجد قٌمة الوسٌط   بالمعادلة   نعوض جملة المعادلات الوسٌطٌة 

𝜆 + 1 −  −𝜆 +  𝜆 + 1 + 2 = 0  3𝜆 + 4 = 0  𝜆 = −
4

3
 

 نجد أن:  بالمعادلة  𝜆نعوض قٌمة الوسٌط 

 

{
 
 

 
   = −

1

 

  =
 

 

  = −
1

 

          بالنسبة للمستوي  1 نظٌرة    وبالتالً احداثٌات النقطة  

 هً:

   −
1

3
,
4

3
, −
1

3
  

 السؤال الثانً:

 حتى تتعامد الكرتان: 𝝀.عٌن الوسٌط 1

𝑺𝟏 𝒙, 𝒚, 𝒛 ≡ 𝟑𝒙𝟐 + 𝟑𝒚𝟐 + 𝟑𝒛𝟐 −
𝟑

𝟐
𝝀𝒚 + 𝟔𝒛 = 𝟎 

𝑺𝟐 𝒙, 𝒚, 𝒛 ≡ 𝒙
𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 + 𝝀𝒙 − 𝝀𝒚 − 𝟒𝒛 +

𝝀

𝟐
= 𝟎 

 ل:ـــالح

ول ؤحدود المربعة تساوي الواحد أي لتلتصح أمثال ال 3على   1 نقسم معادلة الكرة 

1 الى الشكل 
 فتصبح المعادلة من الشكل:  

 1
   ,  ,   ≡   +   +   −

𝜆

2
 + 2 = 0 

1 لتتعامد الكرتان 
 ,  ٌجب أن ٌتحقق الشرط التالً:   
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 1  +  1  +  1  =
 1 +   
2
   

 حٍج:

  1,  1, 1 احداثٌات مركز الكرة  1 
 الحد الثابت 1 و  

   ,   ,   احداثٌات مركز الكرة    
 الحد الثابت   و  

 لنوجد المقادٌر السابقة وذلك بالمقارنة مع الصٌغة العامة لمعادلة الكرة:

−2 1 = 0   1 = 0  − 2  = 𝜆    = −
𝜆

2
 

−2 1 = −
𝜆

2
  1 =

𝜆

4
  − 2  = −𝜆    =

𝜆

2
 

−2 1 = 2  1 = −1  − 2  = −4   = +2 

 ولدٌنا أٌضا :

 1 = 0 ,   =
𝜆

2
 

 نعوض هذه القٌم بالمعادلة نجد:

0 (−
𝜆

2
) + (
𝜆

4
) (
𝜆

2
) + 2 −1 =

0 +
𝜆
2
2
 
𝜆 

8
− 2 =

𝜆

4

 
1

8
𝜆 −
1

4
𝜆 − 2 = 0  𝜆 − 2𝜆 − 16 = 0 

وهً معادلة من الدرجة الثانٌة ممٌزها  𝜆بحل المعادلة السابقة ٌنتج لدٌنا قٌمة الوسٌط 

 ٌساوي:  

 = 68  0  √ = √68 = 2√17 
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 هما: 𝜆 وبالتالً ٌوجد قٌمتان لـ

𝜆1 =
− − √ 

2 
=
2 − 2√17

2
= 1 − √17 

𝜆 =
− + √ 

2 
=
2 + 2√17

2
= 1 + √17 = 

𝝀.اذا كانت 2 =  ٌصبح لدٌنا: 𝟐

𝑺𝟏
 ≡ 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 − 𝒚 + 𝟐𝒛 = 𝟎 

𝑺𝟐 ≡ 𝒙
𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟐𝒚 − 𝟒𝒛 + 𝟏 = 𝟎 

 المطلوب:

𝑺𝟏أ( أوجد معادلة المستوي الأساسً للكرتٌن  
 , 𝑺𝟐 

 ل:ـــالح

1 إن معادلة المستوي الأساسً للكرتٌن 
 ,  هً من الشكل:   

 1
 −   = 0 

   +   +   −  + 2  −    +   +   + 2 − 2 − 4 + 1 = 0 

−2 +  + 6 − 1 = 0 

 وهً ومعادلة المستوي الأساسً للكرتٌن

,𝑸 𝒙ب( أثبت أن المستوي  𝒚, 𝒛 ≡ 𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝟐𝒛 + 𝟑 =  𝑺𝟐ٌقطع الكرة  𝟎

 ثم حدد إحداثٌات مركز دائرة التقاطع ونصف قطرها. 

 ل:ـــالح
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 ٗرىل ٍقبسّخً ٍغ اىصٍغخ اىؼبٍخ ىَؼبدىخ اىنشح:  𝑆أٗلاً ّ٘جذ ٍشمض اىنشح 

}  1,1,2−    وهو مركز الكرة  

  = −1
  = 1
  = 2

 {

−2  = 2
−2  = −2
−2  = −4

 

 

 ٗرىل ٍِ اىؼلاقخ:  𝑆حبٍّبً: ّحست ّصف قطش اىنشح 

 = √  
 +   

 +   
 −  = √1 + 1 + 4 − 1 = √5 

 ٗفق اىؼلاقخ: Qحبىخبً: ّحست ثؼذ ٍشمض اىنشح ػِ اىَست٘ي 

,        ناظم المستوي   ,    

𝛿 =
    +    +    +   

√  +   +   
=
 − 2 + 1 + 4 + 3 

√4 + 1 + 4
= 2 

 ساثؼبً ّلاحع أُ:

 √5 =   𝛿 = وإن نصف قطر دائرة    قاطع للكرة   وبالتالً المستوي 2

 التقاطع ٌعطى بالعلاقة:

  =   − 𝛿    = 5 − 4 = 1   = 1 

ىْ٘جذ إحذاحٍبد ٍشمض دائشح اىتقبطغ: 

والعامودي    فً البداٌة لنوجد المعادلات الوسٌطٌة للمستقٌم المار من مركز الكرة 

 :  على المستوي 

  وٌعامد المستوي    مركز الكرة    بما أن المستقٌم المطلوب مار من 
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,   عندئذٍ وبفرض أن      زي ناظم هذا المستوي وبالتالً بأنه ٌوا  , نقطة    

تتحقق العلاقة   متحولة على المستقٌم المطلوب بأنه وفً جمٌع أوضاع النقطة 

 التالٌة:

          = 𝜆    + 1,  − 1,  − 2 = 𝜆 2,1,2  

{
 + 1 = 2𝜆
 − 1 = 𝜆
 − 2 = 2𝜆

 {
 = 2𝜆 − 1
 = 𝜆 + 1
 = 2𝜆 + 2

     

 للمستقٌم المطلوب وهً المعادلات الوسٌطٌة

 𝜆لإٌجاد قٌمة الوسٌط   بمعادلة المستوي     نعوض المعادلات الوسٌطٌة 

 ≡ 2 2𝜆 − 1 +  𝜆 + 1 + 2 2𝜆 + 2 + 3 = 0

  4𝜆 − 2 + 𝜆 + 1 + 4𝜆 + 4 + 3 = 0  9𝜆 + 6 = 0 

  𝜆 = −
2

3
 

فنحصل على إحداثٌات مركز دائر     بالمعادلات الوسٌطٌة  𝜆نعوض قٌمة الوسٌط 

 التقاطع وهً:

{
 
 

 
  = 2 (−

2

3
) − 1

 = −
2

3
+ 1

 = 2 (−
2

3
) + 2

 

{
 
 

 
  = −

7

3

 =
1

3

 =
2

3

 (−
7

3
,
1

3
,
2

3
) 

 السؤال الثالث: 

المعٌن  𝑪.أوجد معادلتً المستقٌم المماس ومعادلة المستوي الناظم للمنحنً 1

 بالمعادلات الوسٌطٌة التالٌة:

𝒙 = 𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒕 , 𝒚 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐𝒕 , 𝒛 = 𝟐𝒕 + 𝟏 
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𝒕الموافقة لـ  = 𝟎  

 

 ل:ـــالح

𝑡ىقٌٍ اى٘سٍط  أٗلاً ىْ٘جذ احذاحٍبد اىْقطخ اىَ٘افقخ = ثبىتؼٌ٘ط:  0

{

 = 3    0
 = 2    2 0 
 = 2 0 + 1

 {
 = 3
 = 0
 = 1

  3,0,1  

اىَؼطى ثبىشنو:  𝐶حبٍّبً: ىْ٘جذ ٍْحى اىَستقٌٍ اىََبط ىيَْحًْ 

        
   ,     

  ,     
   

{
  = −3     
  = 4    2 

  = 2

 {

    
 = 0

    
 = 4

    
 = 2

 

, 4,  0     المماس هو:وبالتالً ٌكون منحى المستقٌم  2    

 من الشكل:  ولكن لدٌنا: معادلتً المستقٌم المماس للمنحنً 

  ,  , احداثٌات نقطة متحولة على المستقٌم:   
 −  

  
 =

 −  

  
 =

 −  
 

  
  

 بالتعوٌض نجد:

 
 − 

 
=
 − 

 
=
 −1

 
 وهً معادلتً المستقٌم المماس للمنحنً   

 المستوي الناظم من الشكل:ولدٌنا معادلة 
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   −    +   

   −    +   
   −    = 0 

 ثحٍج:

  ,  ,  احداثٌات نقطة متحولة على المستوي الناظم,   

 بالتعوٌض نجد:

0  − 3 + 4  − 0 + 2  − 1 = 0 

4 + 2 − 2 = 0  وهً معادلة المستوي الناظم للمنحنً 

 .أوجد مركز تناظر السطح المعٌن بالمعادلة التالٌة:2

 ل:ـــالح

, لنوجد المشتقات الجزئٌة لمعادلة السطح بالنسبة للمجاهٌل   ,    

 فنحصل على جملة ثلاث معادلات بثلاث مجاهٌل:

  
 = 2 + 2 − 2 = 0 

  
 = 2 − 2 − 6 = 0 

  
 = −2 + 4 + 8 = 0 

وهً جملة ثلاث معادلات بثلاث مجاهٌل تشكل ثلاث مستوٌات وبحل هذه الجملة 

 فهو:  نحصل على مركز تناظر السطح, ولحلها نأخذ محدد الأمثال 

 = |
2 2 −2
2 −2 0
−2 0 4

| = 2 −8 − 0 − 2 8 − 0 − 2 0 − 4 = 3  0 

 وبالتالً:

 للجملة حل وحٌد أي للسطح مركز تناظر وحٌد لنوجده
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  = |
0 2 −2
−6 −2 0
8 0 4

| = 16,   = |
2 0 −2
2 −6 0
−2 8 4

| = −56,   = −40 

  =
  
 
=
16

3
 ,  =

  
 
= −
56

3
,  =
  
 
= −
40

3
 

 وبالتالً مركز تناظر السطح هو النقطة 
1 

 
, −
  

 
, −
  

 
   

 

 ---اَخهى انذـــم  ---
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 2014أسئيخ ٍقشس اىْٖذسخ اىتحيٍيٍخ اىفصو اىخبًّ دٗسح 

 السؤال الأول :

,𝑸𝟏لٌكن لدٌنا المستوٌان  𝑸𝟐 : المعٌنان بالمعادلتٌن التالٌتٌن  

𝑸𝟏 = 𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝟐𝒁 + 𝟔 = 𝟎 

𝑸𝟐 = 𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝟐𝒁 − 𝟏 = 𝟎 

,𝑺𝟏والكرتان  𝑺𝟐 : المعٌنتان بالمعادلتٌن 

𝐒𝟏
 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒁𝟐 − 𝟒 = 𝟎 

𝑺𝟐
 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒁𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟑𝒚 − 𝒁 − 𝟐 = 𝟎 

 المطلوب :

,𝑸𝟏أوجد معادلتً المستوٌٌن المنصفٌن الداخلً والخارجً لزاوٌة المستوٌٌن (1  𝑸𝟐 . 

أوجد معادلة مستوي ٌمر بالفصل المشترك للمستوٌٌن وٌوازي المنحنى (2 

𝒗    𝟏, 𝟐, 𝟑  . 

,𝑸𝟏وٌٌن اكتب المعادلات الوسٌطٌة للمستقٌم المعٌن بتقاطع المست(3  𝑸𝟐 . 

,𝑴𝟏 𝟏أوجد نظٌر النقطة (4  𝟎,   𝑸𝟐بالنسبة للمستوي   𝟏
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,𝑴𝟎 𝟐احسب قوة النقطة (5  ثم عٌن وضع هذه النقطة  𝑺𝟐بالنسبة للكرة     𝟏−,𝟑

 بالنسبة لها .

 

 م عٌن احداثٌات نقطة التماس .ث 𝑺𝟏ٌمس الكرة  𝑸𝟏أثبت أن المستوي (6 

 المعٌنة بالمعادلتٌن : 𝑪أوجد معادلة الكرة التً تمر بالدائرة (7 

 
𝑺𝟏
 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 − 𝟒 = 𝟎

𝑸𝟏 = 𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝟐𝒛 + 𝟔 = 𝟎
                    

,𝑨 𝟐والتً تمر أٌضا بالنقطة  𝟑,−𝟏  

 

 السؤال الثانً :

فً النقطة  𝑺أوجد معادلتً المستقٌم الناظم ومعادلة المستوي المماس للسطح -1 

𝑴𝟎 𝟏, 𝟏, 𝟎  

 . 𝑺لسطح عٌن مركز تناظر ا-2 

 ---اَخهج الأسئهت  ---
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 𝟐𝟎𝟏𝟒دورة انفصم انثبًَ  دم

 السؤال الأول :

,𝑸𝟏لٌكن لدٌنا المستوٌان  𝑸𝟐 : المعٌنان بالمعادلتٌن التالٌتٌن  

𝑸𝟏 = 𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝟐𝒁 + 𝟔 = 𝟎 

𝑸𝟐 = 𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝟐𝒁 − 𝟏 = 𝟎 

,𝑺𝟏والكرتان  𝑺𝟐  المعٌنتان بالمعادلتٌن 

𝐒𝟏
 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒁𝟐 − 𝟒 = 𝟎 

𝑺𝟐
 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒁𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟑𝒚 − 𝒁 − 𝟐 = 𝟎 

 المطلوب :

,𝑸𝟏معادلتً المستوٌٌن المنصفٌن الداخلً والخارجً لزاوٌة المستوٌٌن  أوجد (1 𝑸 𝟐

 ل :ـــالح

 البعد عن المستوٌٌن : بما أن مجموعة نقاط المستوي المنصف متساوٌة

  1  ,  ,    

√ 1
 +  1

 +  1
 
=
     ,  ,    

√  
 +   

 +   
 
 

  + 2 + 2 + 6 

√1 + 4 + 4
=
 2 +  + 2 − 1 

√1 + 4 + 4
 

 ومنه :

  + 2 + 2 + 6 =  2 +  + 2 − 1  
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   + 2 + 2 + 6 =   2 +  + 2 − 1  

 هً :  + وبالتالً معادلة المستوي الموافق للإشارة 

  + 2 + 2 + 6 =  2 +  + 2 − 1  

 − +  + 7 = 0       1  

 هً :  − ومعادلة المستوي الموافق للإشارة 

  + 2 + 2 + 6 = − 2 +  + 2 − 1  

 3 + 3 + 4 + 5 = 0       2  

ومن أجل تحدٌد معادلة المستوي المنصف الداخلً والخارجً نقوم بأخذ الجداء 

,1 الداخلً لكل من ناظمً المستوٌٌن   بحٌث :   

    ناظم فً المستوي  2,1,2          و  1 ناظم فً المستوي  1,2,2       1   

 ومنه :

  1                = 2 1 + 1 2 + 2 2 = 2 + 2 + 4 = 8 

=                1  وبالتالً  8  0 

 وهً المعادلة  − أي أن معادلة المستوي المنصف الداخلً هً الموافقة للإشارة 

       2  

3 + 3 + 4 + 5 

   1  وهً المعادلة   + والمنصف الخارجً هً الموافقة للإشارة 

− +  + 7 = 0       

أوجد معادلة مستوي ٌمر بالفصل المشترك للمستوٌٌن وٌوازي المنحنى (2 

𝒗    𝟏, 𝟐, 𝟑  . 
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 ل :ـــالح

,𝑄1أٗلا ّ٘جذ ٍؼبدىخ حضٍخ اىَستٌ٘بد اىَبسح ثبىفصو اىَشتشك ىيَستٌٍِ٘  𝑄   ًٕٗ

ٍِ اىشنو : 

 (𝜆) =  1  ,  ,   + 𝜆     ,  ,    

 (𝜆) =  + 2 + 2 + 6 + 𝜆 2 +  + 2 − 1 = 0 

 (𝜆) =  + 2 + 2 + 6 + 𝜆2 + 𝜆 + 𝜆2 − 𝜆 = 0 

 (𝜆) =  + 2𝜆 + 2 + 𝜆 + 2 + 2𝜆 + 6 − 𝜆 = 0 

 (𝜆) =  1 + 2𝜆  +  2 + 𝜆  +  2 + 2𝜆  + 6 − 𝜆 = 0 

 ومنه ناظم الحزمة ٌكون :

  𝜆
       (1 + 2𝜆 , 2 + 𝜆 ,2 + 2𝜆) 

ثبتجبع ٍب ٌيً :  𝜆حبٍّب ّ٘جذ قٍَخ اى٘سٍط 

,1 بما أن المستوي المطلوب ٌمر بالفصل المشترك للمستوٌٌن  وٌوازي المنحنى    

 :فإن   

  𝜆
           

 ومنه :

  𝜆
          = 0  (1 + 2𝜆 , 2 + 𝜆 ,2 + 2𝜆) 1,2,3 = 0 

 

 وبالتالً : 

        𝜆
          = 1(1 + 2𝜆) + 2(2 + 𝜆) + 3(2 + 2𝜆) = 0 
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 1+ 2𝜆 + 4 + 2𝜆 + 6 + 6𝜆 = 0  

 10𝜆 = −11  𝜆 =
−11

10
 

ثَؼبدىخ اىحضٍخ فْحصو ػيى ٍؼبدىخ اىَست٘ي اىَطي٘ة :  𝜆حبىخب ّؼ٘ض قٍَخ اى٘سٍط 

 (
−11

10
) =  1 + 2

−11

10
  +  2 +

−11

10
  +  2 + 2

−11

10
  + 6 −

−11

10
= 0 

 (
−11

10
) =  
−6

5
  +  

9

10
  +  

−1

5
  +
71

10
= 0 

 فنحصل على معادلة المستوي المطلوب :  10نضرب طرفً المعادلة السابقة بــ

 (
−11

10
) = −12 + 9 − 2 + 71 = 0 

,𝑸𝟏اكتب المعادلات الوسٌطٌة للمستقٌم المعٌن بتقاطع المستوٌٌن (3  𝑸𝟐 . 

 ل :ـــالح

أٗلا ّؼٍِ ّقطخ تْتًَ ىيفصو اىَشتشك ىيَستٌٍِ٘ ٗرىل ثحو جَيخ ٍؼبدىتً اىَستٌٍِ٘ 

𝑄1, 𝑄   : حو ٍشتشك

هذه الجملة نجد أن جملة المعادلات هً جملة بثلاث مجاهٌل لمعادلتٌن ولحل مثل 

نقوم بفرض قٌمة اختٌارٌة لأحد المجاهٌل الثلاث ومن ثم إٌجاد قٌمة المجهولٌن 

 المتبقٌٌن من المعادلتٌن الناتجتٌن على الشكل التالً :

= نفرض   نحصل على المعادلتٌن :  0

{
 + 2 = −6     1 
2 +  = 1      2 

 

=   2  من المعادلة  1 −  نجد :   1 نعوض بـ   2

 + 2 1 − 2   = −6 
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=  ومنه
 

 
= وبالتالً         −

1 

 
  

,1 وبذلك تعٌن لدٌنا نقطة تنتمً للفصل المشترك للمستوٌٌن   وهً :   

  (
8

3
 , −
13

3
  , 0 ) 

حبٍّب ّؼٍِ ٍْحى اىَستقٌٍ اىَطي٘ة ّٗحصو ػئٍ ٍِ اىجذاء اىخبسجً ىْبظًَ 

اىَستٌٍِ٘ حٍج: 

 1 ناظم فً المستوي   1,2,2       1  

   ناظم فً المستوي   2,1,2          

 وبالتالً ٌكون منحنى المستقٌم :

      =   1                 = |
             

1 2 2
2 1 2

| =  4 − 2   −  2 − 4      +  1 − 4        

 إذا المنحنى هو :

       2,2, −3  

وبالتالً ردت هذه المسألة إلى إٌجاد المعادلات الوسٌطٌة لمستقٌم ٌمر من نقطة 

  معلومة

    (
 

 
 , −
1 

 
  , ,2,2       وٌوازي منحنى معلوم ( 0 −3   

,𝑀(𝑥حبىخب ّفشض  𝑦, 𝑧)  ّقطخ ٍتح٘ىخ ػيى اىَستقٌٍ اىَطي٘ة ػْذئز تتحقق ىذٌْب

اىؼلاقخ اىتبىٍخ: 

                                         =  𝜆       
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( −
8

3
)   − ( +

13

3
)      +   − 0       = 𝜆 ( 2   +  2      − 3      ) 

  
 −
 

 
  𝜆

 +
  

 
  𝜆

  − 𝜆

   {
   𝜆−

 

 

   𝜆−
  

 

  − 𝜆

 

 وهً المعادلات الوسٌطٌة للمستقٌم الطلوب .

,𝑴𝟏 𝟏أوجد نظٌر النقطة (4  𝟎,   𝑸𝟐بالنسبة للمستوي   𝟏

 ل :ـــالح

, 𝑀  𝑥أٗلا ّفشض  𝑦 , 𝑧    ّقطخ ّظٍشح ىـ𝑀1  ثبىْسجخ ىيَست٘ي𝑄   إرا مبُ ٕزا

 𝑀1𝑀 اىَست٘ي ٌؼبٍذ اىقطؼخ اىَستقٍَخ 
  .فً ٍْتصفٖب         

 ومنه تنتج العلاقة التالٌة :                1                  وبالتالً فإن 

  −  1
  
=
  −  1
  
=
  −  1
  
 
  − 1

2
=
  − 0

1
=
  − 1

2
   1  

 𝑀1𝑀 ٍْتصف اىقطؼخ اىَستقٍَخ    𝑀حبٍّب ّفشض 
أي تحقق   𝑀  𝜖 𝑄ٗثبىتبىً           

ثحٍج :   𝑄ٍؼبدىخ اىَست٘ي 

  (
  + 1

2
,   
  + 0

2
,   
  + 1

2
) 

 ومنه : 

          = 2(
  +1

 
) + (

  

 
) + 2 (

  +1

 
) − 1 = 0 

 نجد :  2وبالتالً بضرب طرفً المعادلة السابقة بـ 

2  + 2 +   + 2  + 2 − 1 = 0  2  +   + 2  + 3 = 0      2  
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حبىخب ٌْجج ىذٌْب ٍِ اىؼلاقتٍِ اىسبثقتٍِ حلاث ٍؼبدلاد ثخلاث ٍجبٍٕو ثحو ٕزٓ 

𝑀اىَؼبدلاد ّحصو ػيى احذاحٍبد اىْقطخ     

 ٌنتج لدٌنا معادلتٌن :  1 من العلاقة 

, من النسبة  −     نحصل على المعادلة :   2  − 1 = 0      3  

, من النسبة  −     نحصل على المعادلة :   2  − 1 = 0      4  

, 4 نحل جملة المعادلات   3 ,  2  : 

, 4 من المعادلتٌن  =   نجد أن :  3    = 2  + 1      

 نجد :  2 نعوض بالمعادلة 

2 2  + 1 +   + 2 2  + 1 + 3 = 0     = −
7

9
 

 ومنه نجد أن : 

   =   = −
 

 
    

 هً :   بالنسبة للمستوي  1 نظٌرة    وبالتالً احداثٌات النقطة 

  (−
5

9
,−
7

9
,−
5

9
) 

,𝑴𝟎 𝟐احسب قوة النقطة (5  ثم عٌن وضع هذه النقطة  𝑺𝟐بالنسبة للكرة     𝟏−,𝟑

 بالنسبة لها .

 ل :ـــالح

لحساب قوة نقطة بالنسبة لكرة نعوض احداثٌات هذه النقطة بمعادلة الكرة ولذلك 

 نجد أن :   بمعادلة الكرة    نعوض احداثٌات النقطة 

  
 =  2  +  3  +  −1  − 2 2 + 3 3 −  −1 − 2 

= 4 + 9 + 1 − 4 + 9 + 1 = 20 
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0هً    بالنسبة للكرة    نلاحظ أن قوة النقطة     وبالتالً إن النقطة   20 

 .   تقع خارج الكرة 

 ثم عٌن احداثٌات نقطة التماس . 𝑺𝟏ٌمس الكرة  𝑸𝟏أثبت أن المستوي (6 

 ل :ـــالح

ٍِ اىصٍغخ اىؼبٍخ ىينشح ّجذ اُ ٍشمضٕب ٕ٘ ٍجذأ  𝑆1أٗلا ّ٘جذ ٍشمض اىنشح 

.    𝐶 0,0,0أي ٕ٘ اىْقطخ  دالاحذاحٍب

 

:  𝑆1حبٍّب ّ٘جذ ّصف قطش اىنشح 

 لحساب نصف القطر لدٌنا العلاقة التالٌة :

 = √  +   +   −  = √0 + 0 + 0 + 4 = 2 

ٍشمض اىنشح ػِ اىَست٘ي ٍِ اىؼلاقخ : حبىخب ّ٘جذ ثؼذ 

𝛿 =
  1 +  1 +  1 +  1 

√ 1
 +  1

 +  1
 

=
 0 + 0 + 0 + 6 

√1 + 4 + 4
=
6

√9
=
6

3
= 2 

 نلاحظ أن :

 2 =  = 𝛿 =  . 1 هو مستوي مماس للكرة  1 وبالتالً المستوي 2

ساثؼب ّ٘جذ احذاحٍبد ّقطخ اىتَبط : 

والعمودي على   نقوم بإٌجاد المعادلات الوسٌطٌة للمستقٌم المار من مركز الكرة 

,   .نفرض  1 المستوي   , نقطة متحولة على المستقٌم المطلوب وبما أن هذا    

 فإن :  وٌمر من مركز الكرة النقطة  1 المستقٌم بعامد المستوي 

              1                    = 𝜆   1           

  − 0   +   − 0   +   − 0    = 𝜆(  + 2  + 2   ) 
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 ومنه 

 = 𝜆
 = 2𝜆
 = 2𝜆

 

 

 : 𝜆ونوجد قٌمة الوسٌط  1 نعوض هذه المعادلات الوسٌطٌة  فً معادلة الكرة 

 1 = 𝜆
 + 4𝜆 + 4𝜆 − 4 = 0 

9𝜆 = 4   𝜆 =
2

3
 

على احداثٌات نقطة التماس  بالمعادلات الوسٌطٌة فنحصل 𝜆نعوض قٌمة الوسٌط 

 :ولتكن

 (
2

3
,
4

3
,
4

3
) 

 ٌن :المعٌنة بالمعادلت 𝑪أوجد معادلة الكرة التً تمر بالدائرة (7 

 
𝑺𝟏
 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 − 𝟒 = 𝟎

𝑸𝟏 = 𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝟐𝒛 + 𝟔 = 𝟎
                    

,𝑨 𝟐والتً تمر أٌضا بالنقطة  𝟑,−𝟏  . 

 ل :ـــالح

أٗلا ّ٘جذ حضٍخ اىنشاد اىَبسح ثبىذائشح اىَفشٗظخ ٗىذٌْب اىحضٍخ ٍِ اىشنو : 

  𝜆 =  1 + 𝜆 1 

  𝜆 =   +   +   − 4 + 𝜆  + 2 + 2 + 6 = 0 

  𝜆 =   +   +   − 4 + 𝜆 + 2𝜆 + 2𝜆 + 6𝜆 = 0 
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ثَؼبدىخ اىحضٍخ :  𝐴ٗرىل ثتؼٌ٘ط احذاحٍبد اىْقطخ  𝜆حبٍّب ىْ٘جذ قٍَخ اى٘سٍط 

  𝜆 = 2 + 3 +  −1  − 4 + 2𝜆 + 2 3 𝜆 + 2 −1 𝜆 + 𝜆6 = 0 

  𝜆 = 4 + 9 + 1 + 2𝜆 + 6𝜆 − 2𝜆 − 4 + 6𝜆 = 0 

  𝜆 = 12𝜆 + 10 = 0 

 ومنه  : 

𝜆 = −
5

6
 

ثَؼبدىخ حضٍخ اىنشاد فْحصو ػيى ٍؼبدىخ اىنشح اىَطي٘ثخ  𝜆حبىخب ّؼ٘ض قٍَخ اى٘سٍط 

 :

 (−
5

6
) =   +   +   − 4 −

5

6
 + (−

5

3
)  + 2 (−

5

6
)  − 5

= 0 

 نجد أن معادلة الكرة المطلوبة من الشكل :  6نضرب طرفً العلاقة السابقة بـ

 = 6  + 6  + 6  − 5 − 10 − 10 − 54 = 0 

 السؤال الثانً :

فً النقطة  𝑺ومعادلة المستوي المماس للسطح  أوجد معادلتً المستقٌم الناظم(1 

𝑴𝟎 𝟏, 𝟏, 𝟎  

 ل :ـــالح

:   𝑀ػْذ اىْقطخ   𝑓أٗلا ّ٘جذ اىَشتقبد اىجضئٍخ ىيتبثغ 
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   = 2 − 2 + 4 − 1
   = 2 − 2 − 4 + 1

   = 8 + 4 − 4 − 2

}   ⏞
بتعوٌض احداثٌات النقطة  

   {

    = −1

    = +1

    = −2

 

ٍِ اىشنو :   𝑆حبٍّب ىذٌْب ٍؼبدىخ اىَست٘ي اىََبط ىيسطح 

      −   +       −   +       −   = 0    1  

 :حٍج

  ,  ,  احداثٌات نقطة متحولة على المستوي المماس .   

 نجد :   وبتعوٌض قٌم المشتقات الجزئٌة عند النقطة 

−1  − 1 + 1  − 1 − 2  − 0 = 0 

− + 1 +  − 1 − 2 = 0 

 :  ومنه معادلة المستوي المماس للسطح 

− +  − 2 = 0 

ٍِ اىشنو :  𝑆حبىخب ىذٌْب ٍؼبدىتً اىَستقٌٍ اىْبظٌ ىيسطح 

 −  

    
=
 −  

    
=
 −  

    
 
 − 1

−1
=
 − 1

1
=
 − 0

−2
 

 حٍج:

  ,  ,  احداثٌات نقطة متحولة على المستقٌم الناظم .   
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 . 𝑺عٌن مركز تناظر السطح (2 

 ل :ـــالح

أٗلا ّقً٘ ثحسبة اىَشتقبد اىجضئٍخ ىَؼبدىخ اىسطح : 

   = 2 − 2 + 4 − 1 = 0      1 
   = 2 − 2 − 4 + 1 = 0       2 

   = 8 + 4 − 4 − 2 = 0       3 

 

, 3 حبٍّب : ّْبقش حي٘ه جَيخ اىَؼبدلاد اىسبثقخ   2 ,  1     

من المعادلات الثلاث السابقة نلاحظ أمثال المجاهٌل فً كل سطرٌن مع الثوابت وفً 

هذه الحالة الجملة تمثل ثلاث مستوٌات متطابقة وتكون جمٌع نقاط مستوٌها المشترك 

 .   هً نقاط تناظر للسطح وٌكون هذا المستوي هو مستوي تناظر للسطح 

 ---اَخهى انذـــم  ---

 

 

 

 ببنُجبح وانخىفٍق ((())) يغ حًٍُبحُب نكى  

 


