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زمر − 𝐏الــ 

−زمرةإنها    نقول عن الزمرة المنتهٌة  تعريف :   

(   )   اذا كان      

 عدد أولً .  و           حٌث :   

 مثال :

(   )        

 زمرة   −هً   

 (  )  *       +     

 زمرة .  −هً (  ) 

 ( )  *       +     

 زمرة .  −هً ( ) 

 مبرهنة :

 زمرة عندئذ :  −هً   زمرة منتهٌة إذا كانت   لتكن  

 ( )       

الاثبات : 

(   )لنفرض أن   .        و عدد اولً   حٌث أن        

 : علاقة الصفوفولدٌنا حسب 

(   )  ( ( )  )  ∑ (   ( ))

   ( )

 

(  ( ) )ومنه    تقسم  (  ( ) )وحسب لاغرانج فإن   (( )   )∑ومنه فإن المجموع     بحٌث     

 وأن   ٌقبل القسمة على 

( ( )  )  (   ) −∑(   ( )) 
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( ( )  )    ⏟
ٌقبل القسمة على  

−∑(   ( ))
⏟        
ٌقبل القسمة على  

 

 ومنه :   فهً تحوي عنصر مرتبتهوبالتالً   زمرة تبدٌلٌة منتهٌة ومرتبتها تقبل القسمة على  ( ) وهكذا نجد ان 

 ( )      

(   )زمرة بحٌث    لتكن  مبرهنة : تكون تبدٌلٌة .  فإن الزمرة     

              ( ( )  ) الاثبات : ) وذلك حسب لاغرانج (+      * 

(   )زمرة منتهٌة وأن   لنفرض أن      زمرة عندئذ :  −عبارة عن   وحسب المبرهنة السابقة إذا كانت     

 ( ) (  ( ) )وبالتالً            إذن:   

{
( ( )  ) إما       

( ( )  ) أو        
 

(  ( ) )إذا كانت   عندئذ    

)لنأخذ زمرة الخارج 
 

 ( )
 فنجد أن : (

(
 

 ( )
  )  (   ( ))  

(   )

( ( )  )
 
  

 
   

ومنه نجد أن 
 

 ( )
 تبدٌلٌة .  Gوحسب مبرهنة سابقة تكون)مرتبتها عدد اولً (دوارة   

(  ( ) )إذا كانت   تبدٌلٌة .  وبالتالً فإن  ( )   فإن     

 تمهيدية :

 زمرة عندئذ :  −عبارة عن     لتكن 

–  هً  كل زمرة جزئٌة فً  (1  زمرة . 

فإن زمرة الخارج   زمرة جزئٌة ناظمٌة فً   إذا كانت  (2
 

 
 زمرة .  −هً  

 الاثبات :

(   )لنفرض أن       

 .  عندئذ حسب لاغرانج فإن مرتبة أي زمرة جزئٌة تقسم مرتبة   زمرة جزئٌة فً   لتكن  -1
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(   )  (   )(   ) 

(   )ومنه    تقسم المقدار  (   )وهذا ٌبٌن أن        حٌث       

 زمرة .  −هً   ومنه الزمرة الجزئٌة 

 زمرة .  −هً عبارة عن   ( فإن 1وحسب )  زمرة جزئٌة ناظمٌة فً   لتكن  -2

(   )لنفرض أن   وحسب لاغرانج فإن :    حٌث      

(
 

 
  )  (   )  

(   )

(   )
 
  

  
      

ومنه فإن  
 

 
 زمرة .  −هً أٌضا   

 مبرهنة :

 فإن الشروط الاتٌة متكافئة :  زمرة جزئٌة ناظمٌة فً    زمرة منتهٌة ولتكن  لتكن 

 زمرة .  −هً   الزمرة  (1

و   كل الزمر  (2
 

 
 زمرة .  −هً عبارة عن  

  :الاثبات

 من التمهٌدٌة السابقة . ((   )) 

 نفرض أن ل((   )) 

(   )     

(
 

 
  )     

 وحسب لاغرانج فإن :أعداد صحٌحة ,      حٌث 

(   )  (   )(   )  (
 

 
  ) (   )             

 زمرة .  −عبارة عن   وهذا ٌبن لنا أن الزمرة  

 تمارين :

( دوارة     هل الزمرة     1مثال : 
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(   )     دوارة وأن     لنفرض جدلا أن الزمرة   الحل:      حٌث    

 لنناقش الحالات التالٌة :

(   )عندئد     اذا كان  - (   )ولكن         (   )   

(   )عندئد     اذا كان  - (   )ولكن         (   )   

(   )     وفً كلتا الحالتٌن ٌعطى تناقض لأن   لٌست دوارة     ومنه  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(  ) لنأخذ الزمرة 2مثال   *                  +  )

( (  )  )         

(  )   لنعرف العلاقة   بالشكل التالً  (  )  

    (  )     ( )     

 . (  ) تماثل للزمرة   أثبت أن 

 

( )  اي أنه        فإنه      بحٌث  (  )       لآنهتطبٌق    واضح أن   الحل : ( )   

(   )  تشاكل لأنه    ٌضأ و أ  (   )  ⏟
 لان(  )  تبدٌلٌة

        ( )  ( ) 

( )  متباٌن لنفرض أن    ولنبرهن أن      نضرب بمقلوب       عندئذ  ( )   

         

λولنفرض أن  λوواضح أن  (     )    *   +  

λاذا كانت   نجد أن    

هزا  a=bفً الحالت الأولى إرا كان 

سٍعىً أن جمٍع العىاصر المىلذة بالثىائٍت 

<(a,b)>  سخكىن راث مساقط مخساوي

 (((a,b)))كىوها مضاعفاث للعىصر 

(   )لكه لذٌىا العىصر  كل  لأن     

مه مسقطٍها عذد صحٍح و لا ٌىخمً 

(𝑎 𝑏) للمجمىعت   لأن مركباحه مخخلفت   

ٌىخمً و لا ٌىخمً  (1,2)فأصبح العىصر 

 فً وفس الىقج فهزا حىاقض.

 " و بىفس الأسلىب واقش الحالت الثاوٍت"
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λاذا كانت   متباٌن    وهذه غٌر ممكن ومنه   والتً تساوي  (  ) عندئذ فهً تقسم مرتبة الزمرة    

 

 .  غامر ومنه فهمً تماثل للزمرة   متباٌن نجد أن    منتهٌة و  (  ) ولما أن 

 

 

 ٌمكن تعمٌم المثال السابق كتمهٌدٌة 

(   )   صحٌح موجب ٌحقق  عدد  زمرة منتهٌة تبدٌلٌة مرتبتها   لتكن   : )وظيفة( تمهيدية   

 وأن العلاقة 

      

( )            المعرف بالشكل التالً   .  هً تماثل للزمرة     

 . تماما   البرهان بنفس طرٌقة المثال

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 انتهت المحاضرة " "

 


