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 المجموع المباشر للزمر 

تعريف     مجموع مباشر للزمرتٌن تساوي    نقول إن    زمرة جزئٌة ناظمٌة فً     زمرة و   : لتكن  

 إذا كان :      ونرمز لذلك  

1)         

2)           

 

تمهيدية عندئذ :        بحٌث   جزئٌة ناظمٌة فً  زمر    زمرة و   لتكن :  

                                  

البرهان ولنأخذ العنصر             : لٌكن  

                     ⏟      
        

    ⏟
 

   

             ⏟
  

            ⏟        
        

   

                    اي أنه 

 من الٌمٌن اٌضا نجد أن  من الٌمٌن ثم مرة اخرى بالعنصر   وبالضرب بالعنصر               ومنه 

        

 

مبرهنة فإن الشروط الاتٌة متكافئة :   جزئٌة ناظمٌة فً  زمر    زمرة و   : لتكن  

 معرف وهو تبدٌلً ((     ))المجموع المباشر تبدٌلً لأنه        (1

 : النحوعلى  وحٌد بشكلٌكتب       كل  (2

                         حٌث        

الاثبات : 

        ٌوجد       ومنه أٌا كان      عندئذ حسب التعرٌف        لنفرض أن  

 :بحٌث   

         

           حٌث         و لنفرض أن 
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  عندئذ                 

 نجد :من الٌسار   نضرب بمقلوب 

            

 نجد :   بمقلوب  الٌمٌننضرب من 

    
                     

 حسب التمهٌدٌة السابقة 

    
             

                 

 ٌكتب بصورة وحٌدة بالشكل :       وهذا ٌبن أن كل عنصر 

                            

 معرف أي أن :    فإن   ناظمٌة فً       بما ان 

       

 الاحتواء المعاكس :◄

 حسب الفرض فإن  عندئذ       لٌكن 

                          

                    

               وبالتالً :

 تم اثبات الشرط الاول بالتعرٌف بقً اثبات الشرط الثانً  

    وأن          ومنه ٌوجد         لنفرض جدلاً أن 

                                  عندئذ :  

       ومنه فإن    

⏟ من الٌمٌن :     نضرب بــ 
  

    ⏟
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 ومنه  تلفٌن وبالتالً الفرض الجدلً خاطئومنه العنصر كتب بشكلٌن مخ      وأٌضا المحاٌد ٌكتب بالشكل 

        

      ومنه   

مبرهنة عندئذ :   جزئٌة ناظمٌة فً  زمر    زمرة و  : لتكن  

        

البرهان مرة والأن :ز      اٌضا زمرة و    فإن     زمر جزئٌة ناظمٌة فً     : لما كانت  

 بالشكل :            علاقة :     النعرف ل

                                         

 تطبٌق ومتباٌن لأن :  إن ♫

                                   

                            

                 

  تشاكل لأن :   

                                                                    

                 

 إذا كان :غامر لأن   

             

              ومنه                عندئذ  

 غامر .  وبالتالً                   نأخذ الصورة المباشرة      

 الزمر التبديلية المنتهية

مبرهنة  عنصر مرتبته    عندئذ ٌوجد فً   زمرة تبدٌلٌة منتهٌة مرتبتها تقبل القسمة على العدد الأولً    لتكن  : 

. 
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الاثبات : 

    من أجل  :    حٌث mعلى  وحسب الاستقراءعدد صحٌح  mحٌث            لنفرض أن 

     فإن          

                 دوارة فإن :        عندئذ 

 .  فً  تماما   لمحتواةاو الجزئٌة لأجل جمٌع الزمر  ةصحٌح القضٌةلنفرض أن 

 نمٌز حالتٌن :

 وحسب لاغرانج فإن :  دلٌلها لا ٌقبل القسمة على     زمرة جزئٌة   توجد فً  (1

                     

  وحسب الفرض الاستقرائً ٌوجد فً   تقبل القسمة على       ومنه   تقبل القسمة على  لا      وبما أن  

 .  عنصر مرتبته    فً وبالتالً فإن  عنصر مرتبته 

 .  تقبل القسمة على   الزمر الجزئٌة المحتوات تماما فً  أدلة كل  (2

 من حٌث المرتبة .  هو العنصر الأكبر فً   . ولنفرض أن   تماما فً  ةجمٌع الزمر المحتواهً   لنفرض أن 

         ولنفرض أن  زمرة جزئٌة أعظمٌة )كل عنصر اكبر هو عنصر أعظمً (    إن 

تحوي عنصر   وبالتالً   تحوي عنصر مرتبته   وحسب الفرض الاستقرائً فإن   ٌقبل القسمة على   اذا كان 

 وٌتم المطلوب .  مرتبته 

    لدٌنا   لاٌقبل القسمة على   أما اذا كان 
 ولنفرض أن     بحٌث      عندئذ ٌوجد عنصر      

        وأن             

    وأن   زمرة جزئٌة فً      نلاحظ أن 
أعظمٌة ووجدنا أكبر منها ولا   )لان          ومنه        

    لأنه فرضنا أن          تساوٌها فهً حتما 
    ) 

 : الثانٌة أٌضا لدٌنا حسب مبرهنة التماثل

 

 
 

   

 
 

 

   
 

 ومنه 

(
 

 
  )  (

 

   
  ) 

 مرتبه زمرة الخارج هو الدلٌل وبالتالً 
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                          حسب لاغرانج   

                     ⏟
لا تقبل القسمة على 

  

 عندئذ :    تقبل القسمة على  لا   ولما كانت مرتبة 

 .   تقبل القسمة على         

                                : فإنوبما 

  هً   تحوي زمرة جزئٌة مرتبتها    دوارة فإن   لما كانت و
 

 وهذه ٌبٌن أن    

 
 
      

 ) :       اوأن مرتبته
 

  )    

 اعتمادا على المبرهنة الأخٌرة ٌمكن صٌاغة ما ٌلً 

نتيجة♯ : 

 .   تحوي زمرة جزئٌة مرتبتها    كل زمرة تبدٌلٌة ومنتهٌة ومرتبتها تقبل القسمة على عدد أولً 

 المحاضرة "انتهت  "

 


