
[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

 

Facebook_Group : Improve Our Mathematics          Facebook_Page : IOM               Web:www.syriamath.net 
 

1 

 

  هدى الشماطدكتور المادة:  ◄

  استمرار الدوال لمتحولينعنوان المحاضرة :                                       سةامالخالمحاضرة ◄   

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  :المحتوى العلمي 

    مجموع و جداء دالتين-1

 نهاية مجموع دالتين-2

  استمرار الدوال لعدة متحولات-3

مجموع وجداء وقسمة دالتينتعريف: (  لتكن:) 

𝑓: 𝑆 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ 

𝑔: 𝑇 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ 
 

1) 𝑓 + 𝑔: 𝑆 ∩ 𝑇 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ 
               𝑥 ↦ (𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) 
2) 𝑓 . 𝑔: 𝑆 ∩ 𝑇 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ 
               𝑥 ↦ (𝑓. 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥) 

3) 
𝑓

𝑔
: 𝑆 ∩ 𝑇\{𝑥: 𝑔(𝑥) = 0} → ℝ    

               𝑥 ↦ (
𝑓

𝑔
) (𝑥) =

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 

 مبرهنة: 

:𝑓لتكن  𝑆 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ   و𝑔: 𝑇 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ  , ولتكن𝑥0  نقطة حدية لـ𝑆 ∩ 𝑇 , 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) =𝐴               ,            lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) =𝐵         فإذا كان 

lim
𝑥→𝑥0

(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝐴 + 𝐵             ∶  عندئذ

 الإثبات:

∀ε > 0,
𝜀

2
> 0, ∃𝛿1 > 0:   0 < ||𝑥 − 𝑥0|| < 𝛿1 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝐴| <

𝜀

2
 

                                    ⇔ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐴 

 4التحليل
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∀ε > 0,
𝜀

2
> 0, ∃𝛿2 > 0:   0 < ||𝑥 − 𝑥0|| < 𝛿2 ⇒ |𝑔(𝑥) − 𝐵| <

𝜀

2
 

                                    ⇔ lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = 𝐵 

 السابقتين: المتراجحتين الاستفادة منب

|𝑓(𝑥) − 𝐴 + 𝑔(𝑥) − 𝐵| ≤ |𝑓(𝑥) − 𝐴| + |𝑔(𝑥) − 𝐵| <
𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀 

⇒ |𝑓(𝑥) − 𝐴 + 𝑔(𝑥) − 𝐵| < 𝜀                    
∀ ε > 0, ∃𝛿 = min(𝛿1, 𝛿2) > 0 , 0 < ‖𝑥 − 𝑥0‖ < 𝛿 
         ⇒ |(𝑓 + 𝑔)(𝑥) − (𝐴 + 𝐵)| < 𝜀 
         ⇒ lim

𝑥→𝑥0
(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝐴 + 𝐵   

 مبرهنة:

:𝑔لتكن  𝑇 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ  لتكن ,𝑥0  نقطة حدية𝑇ولنفرض لـ ,lim𝑥→𝑥0 𝑔(𝑥) =𝐵 :عندئذ 

lim
𝑥→ 𝑥0

1

𝑔(𝑥)
=
1

𝐵
  , ( 𝑔(𝑥) ≠ 0 , 𝐵 ≠ 0) 

 الإثبات:

lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = 𝐵 ⇔ ∀ ε > 0, ∃δ > 0 ,0 < ||𝑥 − 𝑥0|| < 𝛿 ⇒ |𝑔(𝑥) − 𝐵| < 𝜀 

 الآن نأخذ:

|
1

𝑔(𝑥)
−
1

𝐵
| = |

𝐵 − 𝑔(𝑥)

𝑔(𝑥). 𝐵
| <

𝜀

|𝑔(𝑥)|. |𝐵|
………(∗) 

 :و ذلك بسبب ما يلي 
|𝑔(𝑥) − 𝐵| < 𝜀 ⇒ |−[𝑔(𝑥) − 𝐵]| < 𝜀 ⇒ |𝐵 − 𝑔(𝑥)| < 𝜀 

 أيضاً لدينا :
|𝐵| = |𝐵 − 𝑔(𝑥) + 𝑔(𝑥)| ≤ |𝐵 − 𝑔(𝑥)| + |𝑔(𝑥)| < 𝜀 + |𝑔(𝑥)| 
⇒ |𝐵| − 𝜀 < |𝑔(𝑥)| 

⇒⏟
نقلب

1

|𝐵| − 𝜀
>

1

|𝑔(𝑥)|
    ⇒

1

|𝑔(𝑥)|
<

1

|𝐵| − 𝜀
 

 فنجد أن: (*)نعوض في 

|
1

𝑔(𝑥)
−
1

𝐵
| <

𝜀

|𝐵|(|𝐵| − 𝜀)
 

𝜀عدد موجب اختياري , نختار  εوبما أن  =
|𝐵|

2
 بالتعويض نجد: (∗∗)…
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|
1

𝑔(𝑥)
−
1

𝐵
| <

|𝐵|
2

|𝐵| [|𝐵| −
|𝐵|
2
]
<

|𝐵|
2

|𝐵| [
|𝐵|
2
]
=
1

|𝐵|
=⏟

حسب(∗∗)

1

2𝜀
  

 ومنه:

∀ ε > 0, ∃𝛿 > 0, 0 < ||𝑥 − 𝑥0|| < 𝛿 , |
1

𝑔(𝑥)
−
1

𝐵
| <

1

2𝜀
 

⇒ lim
𝑥→𝑥0

1

𝑔(𝑥)
=
1

𝐵
 

 

 استمرار الدوال التابعة لعدة متغيرات

:𝑓لتكن  𝑆 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ  ولتكن𝑥0 ∈ 𝑆  ٍنقول عنعندئذ 𝑓  مستمرة عند إنها𝑥0 ⇔ 
∀ 𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0, ||𝑥 − 𝑥0|| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| < 𝜀   

𝑓  مستمرة على𝑆  ⇔ 𝑓 مستمرة في كل نقطة من نقاط  𝑆. 

 مبرهنة :

:𝑓ليكن  𝑆 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ  ولتكن𝑥0 ∈ 𝑆 عندها تكون ,𝑓  في مستمرة𝑥0 :إذا وفقط إذا 

𝑈لـ  𝑈جوار  ℝمن  𝑓(𝑥0)لـ  𝑉قابل كل جوار  (1 ∋ 𝑥0 :وبحيث 
∀𝑥 ∈ 𝑆 ∩ 𝑈     فإن𝑓(𝑥) ∈ 𝑉. 

 فإن: 𝑥0متقاربة من  𝑆من عناصر  𝑚∈ℕ{𝑥𝑚}إذا كانت المتتالية  (2
{𝑓(𝑥𝑚)}  تكون متقاربة من𝑓(𝑥0). 

:𝑓لتكن    𝑆 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ   ولتكن𝑥0 ∈ 𝑆 ∩ 𝑆′ :مبرهنة: عندها

𝑥0 مستمر في 𝑓 ⇔ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) 

الإثبات عندئذٍ تحقق أنّ: 𝑥0مستمرة عند  𝑓لنفرض أن  :

∀ 𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0: ||𝑥 − 𝑥0|| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| < 𝜀              
𝑥0لكن  ∈ 𝑆′  أي𝑥0   نقطة حدية𝑥 ≠ 𝑥0 

∀ 𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0: 0 < ||𝑥 − 𝑥0|| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| < 𝜀 
⇒ lim

𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) 

lim𝑥→𝑥0لنفرض أن و بالعكس ,  𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) 

∀ 𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0, ||𝑥 − 𝑥0|| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| < 𝜀              
 نميز حالتين:

𝑥 ( أ = 𝑥0  في هذه الحالة يكون|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| = 0 < 𝜀 
𝑥 ( ب ≠ 𝑥0  ًفي هذه الحالة مباشرة|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| < 𝜀  حيث||𝑥 − 𝑥0|| < 𝛿 
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:نتيجة فإن: مستمرة عندها  𝑓و الدالة  𝑆نقطة حدية لـ  𝑥0إذا كانت  
 lim𝑥→𝑥0 𝑓(𝑥) = 𝑓(lim𝑥→𝑥0 𝑥) = 𝑓(𝑥0)  

 إلا إذا كانت النقطة حدية و تنتمي لساحة التعريف.انتبه: لا نستطيع استخدام المبرهنة السابقة 
 مبرهنة:

:𝑓 لتكن 𝑆 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ     ولتكن𝑥0 ∈ 𝑆  بحيث 𝑥0  غير حدية لـ𝑆  أي𝑥0 ∈ 𝑆\𝑆
 𝑥0أي ) ′

 منعزلة(

 .𝑥0مستمرة عند  𝑓تكون الدالة  عندئذٍ 

الإثبات: أي: 𝑥0غير مستمرة عند  𝑓نفرض جدلاً أن  

∃ 𝜀 > 0, ∀𝛿 > 0: ||𝑥 − 𝑥0|| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| > 𝜀     

𝑥أ(    نميز حالتين: = 𝑥0  , |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| = 0 < 𝜀  وهذا يناقض كون𝜀 > 0. 

𝑥ب( ≠ 𝑥0   أي جوار لـو بالتالي يكون𝑥0  يتقاطع مع𝑆  بنقاط مختلفة عن𝑥0  
⇐𝑥0 ها غير حديةبأن نقطة حدية وهذا يناقض الفرض  

 .𝑥0مستمرة عند  𝑓أي أن 
 مبرهنة:

:𝑓لتكن       𝑆 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ         مستمرة في𝑥0. 

:𝑔و          𝑇 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ         مستمرة في𝑥0. 

𝑥0حيث  ∈ 𝑆 ∩ 𝑇   :عندئذ 

1) 𝑓 + 𝑔: 𝑆 ∩ 𝑇 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ 

 .𝑥0تكون مستمرة في 

2) 𝑓 . 𝑔: 𝑆 ∩ 𝑇 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ 

 𝑥0تكون مستمرة في 

3) 
𝑓

𝑔
: 𝑆 ∩ 𝑇\{𝑥: 𝑔(𝑥) = 0} → ℝ   

 𝑥0تكون مستمرة في 

 ( تركيب دوال مستمرة هو دالة مستمرة أي:4

𝑆 ⊆ ℝ𝑛
𝑓

                           
→         

𝑥0مستمرة في

ℝ

𝑔
                             
→         

𝑓(𝑥0)مستمرة في
ℝ 

ℎعندئذٍ  = 𝑓𝑜𝑔 ∶ 𝑆 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ .دالة مستمرة 
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مثال: لتكن  

𝑓:ℝ2 − {(0,0)}  → ℝ        ∶ (𝑥, 𝑦) ↦
sin𝑥𝑦

𝑥2+𝑦2
   

:ℎولتكن                             ℝ2 → ℝ         ,          (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑥𝑦 

 .ℝ2دالة مستمرة على

𝑔:ℝعندها:                                          → ℝ        ∶        z ↦ sin 𝑧 

 .ℝهي دالة مستمرة على 

 عندئذٍ التركيب :

𝑔 ∘ ℎ:ℝ2 → ℝ 

(𝑥, 𝑦) ↦ 𝑔(ℎ(𝑥, 𝑦)) = 𝑔(𝑥. 𝑦) = 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑦 

 .ℝ2دالة مستمرة على

 و أيضاً يكون :

𝑓:ℝ2 − {(0,0)} → ℝ        ∶ (𝑥, 𝑦) ↦
sin 𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2
=
(𝑔 ∘ ℎ)(𝑥,𝑦)

𝑥2 + 𝑦2
  

ℝ2 هي دالة مستمرة على  − {(0,0)} 

 مبرهنة القيمة الوسطى:

:𝑓لتكن  𝑆 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ  دالة مستمرة على𝑆  و𝑆  مجموعة مترابطة, ولتكن𝛼 ∈ ℝ, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 

𝑓(𝑥)حيث  < 𝛼 < 𝑓(𝑦) 

𝛽∃عندئذ:                                    ∈ 𝑆 , 𝑓(𝛽) = 𝛼  

 
 

 انتهت المحاضرة 

 نذير تيناوي-سندس العص –منى شغل إعداد:   


