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 هدى الشماطدكتور المادة:  ◄

  تعميم قابلية الاشتقاق و فريشيهعنوان المحاضرة :                        لتاسعةاالمحاضرة ◄      

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  :المحتوى العلمي 

    تعميم قابلية الاشتقاق لتوابع لعدة متحولات-1

 هتعميم تفاضل فريشي-2

 مبرهنة توضح خاصة مميزة للتوابع القابلة للاشتقاق-3

 مبرهنة تربط بين الاستمرار و قابلية الاشتقاق-4

 تمارين-5

درسنا في المحاضرة السابقة قابلية الاشتقاق و تفاضل فريشيه لتوابع لمتحولين اثنين و في هذه المحاضرة سنعمم هذه 

 متحولاً . nالمفاهيم على التوابع التي تتبع 

 تعميم قابلية الاشتقاق : 

 لتكن 

𝑓: 𝐷 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ 

𝑐 ولتكن ∈ 𝐷°   فإذا كانتℎ = (ℎ1, ℎ2, … , ℎ𝑛) ∈ ℝ𝑛  بحيث   ||ℎ|| < 𝛿 
𝐴   فهنالك = (𝐴1, 𝐴2, … . 𝐴𝑛) ∈ ℝ𝑛   : تحقق  أن 

𝑓(𝑐 + ℎ) − 𝑓(𝑐) = ∑ 𝐴𝑖ℎ𝑖

𝑛

𝑖=1

+ 𝜇(ℎ)‖ℎ‖ 

𝐥𝐢𝐦||𝒉||→𝟎بحيث  𝝁(𝒉) =  .cعندئذِ نقول أن الدالة قابلة للاشتقاق في النقطة     𝟎

 في العلاقة  السابقة و التي تكتب بشكل مفصل كما يلي : Aلنوجد قيم 

𝑓(𝑐 + ℎ) − 𝑓(𝑐) = 𝐴1ℎ1 + 𝐴2ℎ2 + ⋯ … . . +𝐴𝑛ℎ𝑛 + μ‖ℎ‖ 

lim||ℎ||→0بحيث  𝜇 = 0                     

ℎ1  أن  نفرض A1لتعيين قيمة  ≠ ℎ2وإن 0 = ℎ3 = ⋯ = ℎ𝑛 =  ومنه نجد أن  0

 4التحليل  



[WWW.SYRIAMATH.NET] 

 

  

: Improve Our Mathematics          Facebook_Page : IOM               Web:www.syriamath.netFacebook_Group  
 

2 

𝑓(𝑐1 + ℎ1, 𝑐2, … . . , 𝑐𝑛) − 𝑓(𝑐1, 𝑐2, . . … . 𝑐𝑛) = 𝐴1ℎ1 + 𝜇√ℎ1
2 

⟹ 𝑓(𝑐1 + ℎ1, 𝑐2, … . . , 𝑐𝑛) − 𝑓(𝑐1, 𝑐2, . . … . 𝑐𝑛) = 𝐴1ℎ1 ± 𝜇ℎ1 

 

⟹
𝑓(𝑐1 + ℎ1, 𝑐2, … . . , 𝑐𝑛) − 𝑓(𝑐1, 𝑐2, . . … . 𝑐𝑛)

ℎ1
= 𝐴1 ± 𝜇 

ℎ1بأخذ نهاية الطرفين عندما  → 0 

lim
ℎ1→0

𝑓(𝑐1 + ℎ1, 𝑐2, … . . , 𝑐𝑛) − 𝑓(𝑐1, 𝑐2, . . … . 𝑐𝑛)

ℎ1
= 𝐴1 ± lim

ℎ1→0
𝜇 = 𝐴1 + 0 

 أي أن 

𝐴1 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
(𝑐) = 𝑓𝑥1

(𝑐) 

𝐴2بنفس الطريقة   = 𝑓𝑥2
(𝑐)  … 𝐴n = 𝑓𝑥𝑛

(𝑐)  : ومنه أصبحت عبارة الاشتقاق 

𝑓(𝑐 + ℎ) − 𝑓(𝑐) = ∑ ℎ𝑖

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

(𝑐)

𝑛

𝑖=1

+ 𝜇||ℎ|| 

lim||ℎ||→0بشرط  𝜇 = 0                     

 تعميم مشتق فريشيه:

:𝑑𝑐𝑓لتكن 𝐷 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ  

ℎ = (ℎ1, ℎ2, … , ℎ𝑛) ⟼ 𝑑𝑐𝑓(ℎ) = ℎ 𝑓𝑥1
(𝑐) + ℎ2𝑓(𝑐) … + ℎ𝑛𝑓𝑥𝑛

(𝑐) 

 :أي أن

𝑑𝑐𝑓(ℎ) = ∑ ℎ𝑖 . 𝑓𝑥𝑖
(𝑐)

𝑛

𝑖=1

 

  cندعو الدالة الخطية هذه بمشتق فريشية في النقطة 

 دالة,سنعرف الولكي تنسجم الرموز القديمة مع الرموز الجديدة 

𝑑𝑥𝑖: ℝ𝑛 → ℝ 

ℎ ↦ 𝑑𝑥𝑖(ℎ) = ℎ𝑖 

𝑥 ⟼ 𝑑𝑥𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖 

 نبدل في صيغة فريشيه فيكون :
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⇒ 𝑑𝑐𝑓(ℎ) = ∑ 𝑓𝑥𝑖
(𝑐)  𝑑𝑥𝑖(ℎ)

𝑛

𝑖=1

 

 و نخلص إلى :

𝑑𝒄𝒇 = ∑ 𝑓
𝑥𝑖

(𝑐)  𝑑𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 مثال: 

 

𝑑𝑐𝑓(𝑋أوجد  − 𝑐)      :حيث          𝑓: ℝ3 → ℝ 

              𝑋 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦ 𝑒−(𝑥+𝑦+𝑧)   

   ,   𝑐(0,0,0) 

الحل: نلاحظ أن : 

𝑋 − 𝑐 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) − (0,0,0) = (𝑥, 𝑦, 𝑧) 

  cنوجد قيم المشتقات الجزئية عند 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑒−(𝑥+𝑦+𝑧), 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑒−(𝑥+𝑦+𝑧), 𝑓𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑒−(𝑥+𝑦+𝑧) 

𝑓𝑥(0,0,0) = 𝑓𝑦(0,0,0) =  𝑓𝑧(0,0,0) = −1  

 نعوض في صيغة فريشيه

𝑑𝑐𝑓(𝑋ومنه:                        − 𝑐) = 𝑑𝑐𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑥 − 𝑦 − 𝑧  

 مبرهنة:

:𝑓إذا كانت    𝐷 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ    قابلة للاشتقاق في النقطةc  فهناك عددان موجبانδ, 𝑘 الشرط:  يحققان

||𝑥 − 𝑐|| < 𝛿  :فإن|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)| < 𝑘 

 البرهان:
𝑐في النقطة  قابلة  للاشتقاق  𝑓 بما أن  = (𝑐1, 𝑐2 … . , 𝑐𝑛)  فيوجدδ1 >  بحيث إذا كان  0

  ‖ℎ‖ < 𝛿1    فهنالك𝐴 = (𝐴1, 𝐴2, . . … . 𝐴𝑛) ∈ ℝ𝑛 

 وتحقق

𝑓(𝑐 + ℎ) − 𝑓(𝑐) = : 𝐴1ℎ1 + : 𝐴2ℎ2 … . + 𝐴𝑛ℎ𝑛 + 𝜇||ℎ|| 

 بشرط:

 lim
||ℎ||→0

𝜇 = 0                   
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𝑓(𝑐|      الآن لنبدأ من المقدار + ℎ) − 𝑓(𝑐)| 

|𝑓(𝑐 + ℎ) − 𝑓(𝑐)| = |∑ 𝐴𝑖ℎ𝑖

𝑛

𝑖=1

+ 𝜇 ‖ℎ‖| 

≤⏟
|𝛼+𝛽|≤|𝛼|+|𝛽|

|∑ 𝐴𝑖ℎ𝑖

𝑛

𝑖=1

| + |𝜇| ‖ℎ‖ ≤⏟
|∑ 𝑐𝑛|≤∑ |𝑐𝑛|

 ∑|𝐴𝑖||ℎ𝑖|

𝑛

𝑖=1

+ |𝜇| ‖ℎ‖ 

ℎ𝑖مع الانتباه أن :  ≤ √ℎ1
2 + ℎ2

2 … ℎ𝑛
1لكل   2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

⟹ |𝑓(𝑐 + ℎ) − 𝑓(𝑐)| ≤ ∑|𝐴𝑖|‖ℎ‖

𝑛

𝑖=1

+ |𝜇| ‖ℎ‖ ≤ (∑|𝐴𝑖|

𝑛

𝑖=1

+ 𝜇) ‖ℎ‖ 

lim||ℎ||→0لكن الدالة قابلة للاشتقاق أي أن  𝜇 = 0                     

εومن أجل أي عدد و بالتالي حسب تعريف النهاية :  > ε)سنختار  0 =   𝛿2يوجد (  1

0 < ‖ℎ − 0‖ <  𝛿2 ⟹ |𝜇| < 𝜀 = 1 

 وبالتالي 

⟹ |𝑓(𝑐 + ℎ) − 𝑓(𝑐)| < (∑ |𝐴𝑖|

𝑛

𝑖=1

+ 1) ‖ℎ‖ … (∗) 

∑و لنضع   x ـب c+hلنسمي كل  |𝐴𝑖|𝑛
𝑖=1 + 1 = 𝑘 >   عندئذٍ تصبح العلاقة )*( :  0

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)| < 𝑘||𝑥 − 𝑐|| 

𝑘أي يوجد  > 0 و يوجد  0 < δ = min(𝛿2, 𝛿1) يكون  عندما يثبح 

  ‖ℎ‖ = ‖𝑥 − 𝑐‖ < 𝛿 : فإن 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)| < 𝑘||𝑥 − 𝑐|| 

 وهو المطلوب 

 مبرهنة:

:𝑓إذا كانت  𝐷 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ    و لتكن 𝑐 ∈ 𝐷°  فإذا كانت𝑓  قابلة للاشتقاق عندc  فإن𝑓 في  مستمرة𝑐 

 البرهان:

δفحسب المبرهنة السابقة يوجد عددان  cقابلة للاشتقاق في  𝑓بما أن  > 𝑘  و  0 > إذا تحقق  بحيث 0

||𝑥 − 𝑐|| < 𝛿        :فإن |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)| < 𝑘||𝑥 − 𝑐|| 

εوبالتالي من أجل أي  > 0يوجد   0 < δ =
𝜀

𝑘
 بحيث 

  

||𝑥 − 𝑐|| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)| < 𝑘||𝑥 − 𝑐|| < 𝑘𝛿 
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⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐)| < 𝑘𝛿 =
𝜀

𝑘
𝑘 = 𝜀 

 مستمرة.  𝑓أي 

 

 

 

 

  

:𝑓لتكن   ℝ2 → ℝ :مثال

𝑓(𝑥, 𝑦) = {

0     ; (𝑥, 𝑦) = (0,0)
 

𝑥

𝑦
     ; (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

 

 .(0,0)غير قابلة للاشتقاق في  𝑓أثبت أن 

الحل: :  ملاحظة : لإثبات أنها غير قابلة للاشتقاق يكفي أن نثبت أنها غير مستمرة 

 و لأجل ذلك يوجد طريقتان 

𝑥لنحسب النهاية عندما  الطريقة الأول )من النهاية (: = 𝑦 

lim
(𝑥,𝑦)→(0,0)

𝑥

𝑦
= lim

𝑥→0

𝑥

𝑥
= 1 ≠ 𝑓(0,0) = 0 

f  نقطة حدية .  (0,0)  غير قابلة للاشتقاق حيث 

 الطريقة الثانية )من التعريف (:

 ن يتحقق أنحتى تكون مستمرة عند المبدأ يجب أ

∀ ε > 0   ,   ∃𝛿 > 0 , ||(𝑥, 𝑦) − (0,0)||  < 𝛿 ⇒ |
𝑥

𝑦
− 0| < 𝜀  

           ↓ 

|𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(0,0)| 

 

𝑥لنأخذ  = 𝑦 =
𝛿

2
𝜀و   =

1

2
 عندها:

||(𝑥, 𝑦) − (0,0)|| = ||(𝑥, 𝑦)|| = √𝑥2 + 𝑦2 = √
𝛿2

4
+

𝛿2

4
=

𝛿

√2 
< 𝛿 

 إلا أن :

 ملاحظة :

f  قابلة للاشتقاق⟸ f مستمرة 

f  غير مستمرة⟸ f غير قابلة للاشتقاق 
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|𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(0,0)| = |

𝛿
2
𝛿
2

− 0| = 1 ≮ 𝜀 =
1

2
 

 فالدالة المعطاة ليست مستمرة عند المبدأ و بالتالي لن تكون قابلة للاشتقاق عند المبدأ

مثال : لنأخذ الدالة : 

𝑓(𝑥, 𝑦) = {

𝑥 sin(𝑥2𝑦2)

(𝑒𝑥2
− 1)(𝑒𝑦 − 1)

     ∶ (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

           0                             ∶ (𝑥, 𝑦) = (0,0)

   

 

,𝑑𝑐(0,0)(ℎثم أوجد مشتق فريشيه  𝑐(0,0)قابلة للاشتقاق عند النقطة  𝑓أثبت أن  𝑘) 

الحل : لنأخذ تعريف الاشتقاق : 

𝑓(𝑎 + ℎ, 𝑏 + 𝑘) − 𝑓(𝑎, 𝑏) = ℎ𝑓𝑥(𝑎, 𝑏) + 𝑘𝑓𝑦(𝑎, 𝑏) + 𝜇(ℎ, 𝑘) √ℎ2 + 𝑘2 

,𝑎)حيث هنا  𝑏) = lim(ℎ,𝑘)→(0,0)بلة للاشتقاق يجب التأكد من أن و لكي تكون قا (0,0) 𝜇 = 0 

 و نلاحظ أن :

𝑓(𝑎 + ℎ, 𝑏 + 𝑘) − 𝑓(𝑎, 𝑏) = 𝑓(ℎ, 𝑘) − 𝑓(0,0) =
ℎ sin(ℎ2𝑘2)

(𝑒ℎ2
− 1)(𝑒𝑘 − 1)

 

𝑓𝑥(0,0) = 𝑓𝑦(0,0) = 0 

 و بالتالي , نعوض :

ℎ sin(ℎ2𝑘2)

(𝑒ℎ2
− 1)(𝑒𝑘 − 1)

= 0 + 0 + μ√ℎ2 + 𝑘2 

⇒ μ(ℎ, 𝑘) =
ℎ sin(ℎ2𝑘2)

(𝑒ℎ2
− 1)(𝑒𝑘 − 1)√ℎ2 + 𝑘2

 

 :h2𝑘2سنضرب و نقسم على 
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μ(ℎ, 𝑘) =
ℎ . ℎ2𝑘2

(𝑒ℎ2
− 1)(𝑒𝑘 − 1)√ℎ2 + 𝑘2

sin(ℎ2𝑘2)

ℎ2𝑘2
 

⟹ μ(ℎ, 𝑘) =
ℎ2

(𝑒ℎ2
− 1)

.
𝑘

(𝑒𝑘 − 1)

sin(ℎ2𝑘2)

ℎ2𝑘2
.

ℎ𝑘

√ℎ2 + 𝑘2
 

lim(ℎ,𝑘)→(0,0)و لكن 
ℎ2

(𝑒ℎ2
−1)

.
𝑘

(𝑒𝑘−1)

sin(ℎ2𝑘2)

ℎ2𝑘2 = 1.1.1 = )نهايات شهيرة( و بقي لكي  1

lim(ℎ,𝑘)→(0,0)يتحقق أن  𝜇 = lim(ℎ,𝑘)→(0,0)هو أن نثبت أن  0
ℎ𝑘

√ℎ2+𝑘2
=  أي : 0

|
ℎ𝑘

√ℎ2 + 𝑘2
− 0| =

ℎ𝑘

√ℎ2 + 𝑘2
≤

2ℎ𝑘

√ℎ2 + 𝑘2
≤

ℎ2 + 𝑘2

√ℎ2 + 𝑘2
= √ℎ2 + 𝑘2 < 𝛿 = ε 

 أي أنه :

∀𝜀 > 0 ; ∃𝛿 = 𝜀 ∶ ||(ℎ, 𝑘)|| < 𝛿 ⇒ |𝜇 − 0| < 𝜀 

lim(ℎ,𝑘)→(0,0)و هذا يبين أن  𝜇 =  قابلة للاشتقاق عند المبدأ fو بالتالي  0

 و مشتق فريشيه المطلوب :

𝑑(0,0)𝑓(ℎ, 𝑘) = 𝑓𝑥(0,0)ℎ + 𝑓𝑦(0,0)𝑘 = 0 ℎ + 0 𝑘 = 0 

 انتهت المحاضرة
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