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 دكتور المادة: هدى الشماط ◄

  الاشتقاق الدوال لعدة متحولاتعنوان المحاضرة :                        لثامنةاالمحاضرة ◄      

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  :المحتوى العلمي 

    لتابع لعدة متحولاتالمشتق الاتجاهي -1

 تفاضلات الدوال الحقيقية لعدة متحولات ) حالة خاصة : الدوال لمتحولين(-2

 مشتق فريشيه ) حالة خاصة : الدوال لمتحولين(-3

 تعريف المشتق الاتّجاهي:

:𝑓لتكن  𝐷 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ  حيثDوليكن  مفتوحة𝑐 ∈ 𝐷°  ولنفرض أن𝑢 ∈ ℝ𝑛  أي(𝑢  بحيث )متجه

||𝑢|| = 1  

 النهاية:فإذا وجدت 

lim
ℎ→0

𝑓(𝑐 + ℎ𝑢) − 𝑓(𝑐)

ℎ
 

  uباتجاه  cاق في النقطة قابلة للاشتق fنقول أن الدالة 

الذي تعرفنا عليه سابقاً و ذلك عندما  fهذا التعريف ليس إلا تعميم للمشتق الجزئي لدالة - 

,𝑒1القانونية  أحد الأشعةهو  uنعتبر الشعاع  … . , 𝑒𝑛: 

𝑢   فمثلاً إذا أخذنا = 𝑒1(1,0,0, … . ‖𝑢‖نجد أن  (0, =  و أنّ: 1

𝑐 + ℎ𝑢 = 𝑐 + ℎ𝑒1 = (𝑐1, 𝑐2, … . , 𝑐𝑛) + ℎ. (1,0,0, … . ,0) 

= (𝑐1 + ℎ, 𝑐2, … . , 𝑐𝑛) 

 و حسب تعريف المشتق الاتجاهي يكون :

lim
ℎ→0

𝑓(𝑐 + ℎ𝑢) − 𝑓(𝑐)

ℎ

= lim
ℎ→0

𝑓 (𝑐1 + ℎ, 𝑐2, 𝑐3…… , 𝑐𝑛) − 𝑓 (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3…… . 𝑐𝑛)

ℎ
=
𝜕𝑓(𝑐)

𝜕𝑥1
 

𝑓:ℝ2لتكن      1تمرين → ℝ    :والمعرفة بـ :

 4التحليل  
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(𝑥, 𝑦) ↦ 𝑓(𝑥, 𝑦) = {

𝑥𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
      ∶ (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

 
0                  ∶ (𝑥, 𝑦) = (0,0)

 

𝑐(0,0) 𝑢وولتكن  = (𝛼, 𝛽)  بحيث𝛼2 + 𝛽2 = أوجد  ،1
∂𝑓

𝜕𝑢
(0,0) 

ة لنتحقق أن نظيم الشعاع المعطى يساوي إلى الواحد )و هو شرط ضروري من تعريف المشتق بداي : الحل

 الاتجاهي( :

‖𝑢‖ = √𝛼2 + 𝛽2 = 1 

 نوجد النقاط التي سنعوضها في التعريف : الآن

𝑐 + ℎ𝑢 = (0,0) + ℎ(𝛼 + 𝛽) = (ℎ𝛼 + ℎ𝛽) 

⟹ 𝑓(𝑐 + ℎ𝑢) = 𝑓(ℎ𝛼, ℎ𝛽) =
ℎ3𝛼𝛽2

ℎ2(𝛼2 + 𝛽2)
=

ℎ𝛼𝛽2

(𝛼2 + 𝛽2)
= ℎ 𝛼 𝛽2 

∶ (𝛼2 + 𝛽2 = 1) 

 

⇒
∂𝑓

𝜕𝑢
(0,0) = lim

ℎ→0

𝑓(𝑐 + ℎ𝑢) − 𝑓(𝑐)

ℎ
= lim
ℎ→0

ℎ𝛼𝛽2 − 0

ℎ
= 𝛼𝛽2 

 

:  لتكن لدينا : 2تمرين 

𝑓:ℝ𝑛 → ℝ 

𝑥 ⟼ 𝑓(𝑥) = ‖𝑥‖2 

𝑐كن تول ∈ ℝ𝑛 كن :يداخلية ول 

u = (
1

√𝑛
,
1

√𝑛
,… . ,

1

√𝑛
) 

أوجد 
∂𝑓

𝜕𝑢
(𝑐)    ؟ 

:نتحقق من شرط كون النظيم يساوي الواحد :  الحل 

‖𝑢‖ = √(
1

√𝑛
)
2

+ (
1

√𝑛
)
2

+⋯+ (
1

√𝑛
)
2

= √
1

𝑛
+
1

𝑛
+⋯+

1

𝑛
= √𝑛

1

𝑛
= 1 

 الآن نوجد النقاط التي سنعوضها في التعريف :
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𝑐 + ℎ𝑢 = (𝑐1, 𝑐2, … . , 𝑐𝑛) + ℎ (
1

√𝑛
,
1

√𝑛
,… . ,

1

√𝑛
) 

= (𝑐1 +
ℎ

√𝑛
, 𝑐2 +

ℎ

√𝑛
,… , 𝑐𝑛 +

ℎ

√𝑛
) 

⟹ 𝑓(𝑐 + ℎ𝑢) = (𝑐1 +
ℎ

√𝑛
)2 + (𝑐2 +

ℎ

√𝑛
)2 +⋯+ (𝑐𝑛 +

ℎ

√𝑛
)2 

 : هذه المقاديربنشر 

= (𝑐1
2 + 2

𝑐1ℎ

√𝑛
+
ℎ2

𝑛
) + (𝑐2

2 + 2
𝑐2ℎ

√𝑛
+
ℎ2

𝑛
) +⋯ .+(𝑐𝑛

2 + 2
𝑐𝑛ℎ

√𝑛
+
ℎ2

𝑛
) 

 نجمع الحدود المتشابهة :

=∑𝑐𝑖
2 +

2ℎ

√𝑛

𝑛

𝑖=1

∑𝑐𝑖

𝑛

𝑖=1

+ ℎ2∑
1

𝑛

𝑛

𝑖=1⏟

𝑛.
1
𝑛=1

 

= ∑𝑐𝑖
2 +

2ℎ

√𝑛

𝑛

𝑖=1

∑𝑐𝑖

𝑛

𝑖=1

+ ℎ2 

 :𝑓(𝑐)و الآن نحسب

𝑓(𝑐) = 𝑓(𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛) 

= ||𝑐||
2
= 𝑐1

2 + 𝑐2
2 +⋯+ 𝑐𝑛

2 =∑𝑐𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 

 الآن و قد أصبح لدينا كل ما نحتاجه نعوض في التعريف :

𝜕𝑓

𝜕𝑢
(𝑐) = 𝑙𝑖𝑚

ℎ⟶0

𝑓(𝑐 + ℎ𝑢) − 𝑓(𝑐)

ℎ
𝑙𝑖𝑚
ℎ⟶0

(∑ 𝑐𝑖
2 +

2ℎ

√𝑛
𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑐𝑖

𝑛
𝑖=1 + ℎ2) − ∑ 𝑐𝑖

2𝑛
𝑖=1

ℎ
 

= 𝑙𝑖𝑚
ℎ⟶0

2ℎ

√𝑛
∑ 𝑐𝑖 + ℎ

2𝑛
𝑖=1

ℎ
 

= lim
ℎ⟶0

2

√𝑛
∑𝑐𝑖 + ℎ

𝑛

𝑖=1
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=
2

√𝑛
∑𝑐𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 الدوال الحقيقة لعدة متغيرات: تتفاضلا

:𝑓 لتكن 𝐷 ⊆ ℝ2 → ℝ  حيث𝐷  مجموعة مفتوحة. ولتكن𝑐(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐷°  ولنفرض وجود عددين

,ℎ حقيقين  𝑘  بحيث‖(h, k)‖ < 𝛿 ن اإذا وجد عددف𝐵, 𝐴 أن يحققان بحيث : 

𝑓(𝑎 + ℎ, 𝑏 + 𝑘) − 𝑓(𝑎, 𝑏) = 𝐴ℎ + 𝐵𝑘 + 𝜇(ℎ, 𝑘)√ℎ2 + 𝑘2 
 

 وبشرط :
lim

(ℎ,𝑘)→(0,0)
𝜇(ℎ, 𝑘) = 0 

,𝑐(𝑎في  ( للمفاضلة للاشتقاق ) ةقابل 𝑓نقول أن الدالة  𝑏). 

𝒌: نفرض أن   𝑨لإيجاد  -  =  ومنه 𝟎

𝑓(𝑎 + ℎ, 𝑏) − 𝑓(𝑎, 𝑏) = 𝐴ℎ + 𝜇(ℎ, 0)√ℎ2 

 hنقسم الطرفين على 

𝑓(𝑎 + ℎ, 𝑏) − 𝑓(𝑎, 𝑏)

ℎ
= 𝐴 ∓ 𝜇 

 إلى الصفر hنأخذ نهاية الطرفين عندما تسعى 

⇒ lim
ℎ→0
 
𝑓(𝑎 + ℎ, 𝑏) − 𝑓(𝑎, 𝑏)

ℎ
= lim
ℎ→0
(𝐴 + 𝜇(ℎ, 0)) = 0 

=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎, 𝑏) = A + 0      ∶  ومنه

  cعند النقطة  xبالنسبة لـ  هي المشتق الجزئي الأول Aومنه فإن 

بنفس الطريقة نجد أن:  و  نأخذ   Bلإيجاد   -
𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎, 𝑏) = 𝐵 :K=0

,𝐴وبتعويض قيمة  𝐵 في العلاقة 𝑓(𝑎 + ℎ, 𝑏 + 𝑘) − 𝑓(𝑎, 𝑏) = 𝐴ℎ + 𝐵𝑘 + 𝜇√ℎ2 + 𝑘2   

 نجد أن:

𝑓 (𝑎 + ℎ, 𝑏 + 𝑘) − 𝑓 (𝑎, 𝑏) = 𝑓𝑥 (𝑎, 𝑏) ℎ + 𝑓𝑦 (𝑎, 𝑏) 𝑘 + 𝜇√ℎ
2
+ 𝑘

2
 

 بشرط :
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𝐥𝐢𝐦
(𝒉,𝒌)→(𝟎,𝟎)

𝝁(𝒉, 𝒌) = 𝟎  

,𝑎)قابلة للاشتقاق )المفاضلة( في  𝑓عندئذٍ الدالة  𝑏). 

إذا كانت الدالة قابلة للاشتقاق هذا يعني أن المشتقات الجزئية تكون موجودة ولكن العكس ليس 

 بالضرورة أن يكون صحيح .

 : 1مثال

 لتكن 

𝑓:ℝ2 → ℝ 

𝑓(𝑥, 𝑦) = {

𝑥𝑦2

𝑥2+𝑦2
      ∶ (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

 
0                  ∶ (𝑥, 𝑦) = (0,0)

 

 .(0,0)ادرس قابلية الاشتقاق في 

الحل:  نعتمد على التعريف ، فأولاً نوجد المشتقات الجزئية عند النقطة المطلوبة  

  عند نقطة :تعريف الاشتقاق الجزئي وحسب 

𝑓𝑥(0,0) = lim
ℎ→0

𝑓(0 + ℎ, 0) − 𝑓(0,0)

ℎ
= lim
ℎ→0

0
ℎ2

ℎ
= 0 

 و أيضاً :

𝑓𝑦(0,0) = lim
ℎ→0

𝑓(0,0 + ℎ) − 𝑓(0,0)

ℎ
= lim
ℎ→0

0
ℎ2
− 0

ℎ
= 0 

 الآن نحسب المقدار:

𝑓(0 + ℎ, 0 + 𝑘) = 𝑓(ℎ, 𝑘) =
ℎ𝑘2

ℎ2 + 𝑘2
 

𝑓(0,0) = 0 

𝑓(0 + ℎ, 0 + 𝑘) − 𝑓(0,0) = ℎ𝑓𝑥(0,0) + ℎ𝑓𝑦(0,0) + 𝜇√ℎ
2 + 𝑘2 

 بالتعويض نجد ..

ℎ𝑘2

ℎ2 + 𝑘2
− 0 = 0 + 0 + 𝜇√ℎ2 + 𝑘2 

 :𝜇بعزل 
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⇒ 𝜇(ℎ, 𝑘) =
ℎ𝑘2

(ℎ2 + 𝑘2)
3
2

 

lim(ℎ,𝑘)→(0,0)و لكن هل هذا  𝜇(ℎ, 𝑘) =  ؟؟؟؟ 0

ℎ إذا كانت نلاحظ أنه على الأقل   = 𝑘  يصبح
 

𝜇(ℎ, ℎ) =
ℎ3

(2ℎ2)
3
2

=
1

(2 )
3
2

=
1

√8
 

 و بالتالي :

limℎ→0 𝜇(ℎ, ℎ) = lim
ℎ→0

1

√8
≠ 0 

 

 .عند المبدأ غير قابلة للاشتقاق  𝑓وبالتالي 

: لتكن  2مثال

𝑓:ℝ2 → ℝ 

(𝑥, 𝑦) ↦ 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 

,𝑎)ادرس قابلية الاشتقاق في  𝑏) 

 الحل:

𝑓(𝑎 + ℎ, 𝑏 + 𝑘) = (𝑎 + ℎ)2 + 2(𝑎 + ℎ)(𝑏 + 𝑘) 

  = 𝑎2  + 2𝑎ℎ + ℎ2 + 2𝑎𝑏 + 2𝑎𝑘 + 2𝑏ℎ + 2ℎ𝑘 

 و أيضاً لدينا :

𝑓(𝑎, 𝑏) = 𝑎2 + 2𝑎𝑏 

,𝑎):نشتق جزئياً ثم نعوض الآن  𝑏) 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 + 2𝑦 ⇒ 𝑓𝑥(𝑎, 𝑏) = 2𝑎 + 2𝑏 

𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = 2𝑥           ⇒ 𝑓𝑦(𝑎, 𝑏) = 2𝑎  

 نعوض في العلاقة :و الآن 

𝑓(𝑎 + ℎ, 𝑏 + 𝑘) − 𝑓(𝑎, 𝑏) = ℎ𝑓𝑥(𝑎, 𝑏) + 𝑘𝑓𝑦(𝑎, 𝑏) + 𝜇√ℎ
2 + 𝑘2 

 فنجد أن :

 

(𝑎2  + 2𝑎ℎ + ℎ2 + 2𝑎𝑏 + 2𝑎𝑘 + 2𝑏ℎ + 2ℎ𝑘) − (𝑎2 + 2𝑎𝑏)

= 2𝑎ℎ + 2𝑏ℎ + 2𝑎𝑘 + 𝜇√ℎ2 + 𝑘2 
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 و الإصلاح نجد أن :بالاختصار 

𝜇(ℎ, 𝑘) =
ℎ2 + 2ℎ𝑘

√ℎ2 + 𝑘2
 

𝑙𝑖𝑚(ℎ,𝑘)→(0,0) أن  لنرى حسب التعريف 𝜇(ℎ, 𝑘) = 0 : 

∀ 𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0,0 < ||(ℎ, 𝑘) − (0,0)|| < 𝛿 ⇒ |𝜇 − 0| < 𝜀 

|𝜇 − 0| = |
ℎ2 + 2ℎ𝑘

√ℎ2 + 𝑘2
− 0| = |

ℎ2

√ℎ2 + 𝑘2
+

2ℎ𝑘

√ℎ2 + 𝑘2
| ≤

ℎ2 + 𝑘2

√ℎ2 + 𝑘2
+
ℎ2 + 𝑘2

√ℎ2 + 𝑘2
 

= 2√ℎ2 + 𝑘2 < 2𝛿 = 𝜀 

∀ 𝜀 > 0, ∃𝛿 =
𝜀

2
> 0 , ||(ℎ, 𝑘) − (0,0)|| < 𝛿 ⇒ |𝜇 − 0| < 𝜀 

⟹ |𝜇 − 0| < 𝜀 

⇒ lim
(ℎ,𝑘)→(0,0)

𝜇 = 0 

 

 

 .قابلة للاشتقاق 𝑓أي أن 

 مشتق فريشيه:

𝑐لتكن  = (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2التابع ، نعرّف:    𝑑𝑐𝑓: 𝐷 ⊆ ℝ
2 → ℝ 

(ℎ, 𝑘) ↦ 𝑑𝑐𝑓(ℎ, 𝑘) = ℎ𝑓𝑥(𝑎, 𝑏) + 𝑘𝑓𝑦(𝑎, 𝑏) 

,𝑓𝑥(𝑎بأنه مشتق فريشيه )و هي دالة خطية في  𝑏)& 𝑓𝑦(𝑎, 𝑏)  ) 

 مثال:

𝑑𝑐𝑓(𝑥أوجد  − 𝑐)  :للدالة 

𝑓: ℝ2 → ℝ 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 4𝑥𝑦2 + 2𝑥𝑦 sin 𝑥 

 .𝑐(0,−2)حيث 

 الحل:

𝑥 − 𝑐 = (𝑥, 𝑦) − (0,−2) = (𝑥⏟
ℎ

, 𝑦 + 2⏟  
𝑘

) 

 نوجد المشتقات الجزئية:

⇔ 𝒉𝟐 + 𝒌𝟐 − 𝟐𝒌𝒉 ≥ 𝟎 

⇔ 𝒉𝟐 + 𝒌𝟐 ≥ 𝟐𝒉𝒌 

𝒉)لاحظ أن  − 𝒌)𝟐 ≥ 𝟎 
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𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = 3𝑥
2 + 4𝑦2 + 2𝑦 sin 𝑥 + 2𝑥𝑦 cos 𝑥 

⇒ 𝑓𝑥(0,−2) = 3(0) + 4(−2)
2 + 2(−2) sin 0 + 2(0)(−2) cos 0 

⇒ 𝑓𝑥(0,−2) = 16 

𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = 8𝑥𝑦 + 2𝑥 sin 𝑥 

⇒ 𝑓𝑦(0,−2) = 8(0)(−2) + 2(0) sin 0 = 0 

 ومنه

𝑑(0,−2)𝑓(𝑥, 𝑦 + 2) = 𝑥(16) + (𝑦 + 2)(0) = 16𝑥 

 انتهت المحاضرة 

نذير تيناوي –سندس العص –منى شغل إعداد:  
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