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 دكتور المادة: جبران جبران ◄

  المتتاليات في فضاء متريعنوان المحاضرة :                                      لرابعة  االمحاضرة ◄      

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  :المحتوى العلمي 

   الفضاء المتري الجزئي-1

 المجموعات المحدودة و المسافات بين المجموعات-2

 المتتاليات في فضاء متري -3

 تعريف تقارب متتالية و أهم ما يميز المتتاليات المتقاربة في فضاء متري-4

,𝑋)إذا كان الفضاء المتري الجزئي : 𝑑)  فضاءً مترياً و كانت∅ ≠ 𝑌 ⊆ 𝑋  فإن مقصور التابع𝑑  على  

𝑌  هو تابع مسافة على𝑌 :ّأي أن 

𝑑: 𝑌 × 𝑌 → ℝ 

(𝑥, 𝑦) ⟼ 𝑑(𝑥, 𝑦) 

,𝑌)و بالتالي يكون , 𝑌هو تابع مسافة على  𝑑)  ندعوه فضاء متري جزئي من الفضاء المتري فضاء متري(𝑿, 𝒅)  

 
 

 

 

  

 

 

 

 

 1الطوبولوجيا  

:𝑓ليكن لدينا التابع تذكر : 𝐴 → 𝐵      الذي يصور  

𝑥كل عنصر  ∈ 𝐴  بالعنصر𝑓(𝑥) ∈ 𝐵  ٍعندئذ 

و لتكن  𝐴كل تابع معرف على مجموعة جزئية من 

𝐷 ⊆ 𝐴 منطلقه(D  محتوى في منطلق𝑓  و له نفس)

 . 𝐷على  𝑓هو مقصور للتابع  𝑓قاعدة ربط 

:𝑓ليكن لدينا التابع مثال : ℝ → ℝ  قاعدة ربطه  

𝑓(𝑥) = 𝑥2  إن التابع ,𝑔: ℝ+ → ℝ  و الذي قاعدة

𝑔(𝑥)ربطه  = 𝑥2  هو مقصور للتابع𝑓  على

𝐷المجموعة  = ℝ+  لأنه تابع منطلقه مجموعة

 .𝑓و له نفس قاعدة ربط  𝑓جزئية من منطلق 
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,ℝ)لنأخذ الفضاء المتري   𝑑)  حيث𝑑  تابع المسافة المألوفة علىℝ (𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| ) مثال :

,ℕ)عندئذٍ يكون  𝑑)  فضاء متري جزئي من(ℝ, 𝑑) 

,ℝ)لنأخذ الفضاء المتري   𝑑)  حيث𝑑  تابع المسافة المألوفة علىℝ  عندئذٍ يكون𝑑  تابع مسافة مثال  :

𝑌على المجموعة  = [2,7[∪ [8,10] ⊆ ℝ و بالتالي يكون(𝑌, 𝑑)  فضاء متري جزئي من(ℝ, 𝑑). 

و الآن لنتعرف على بعض المفاهيم و التعاريف الجديدة : 

,𝐗)المجموعة المحدودة في فضاء متري  -1 𝐝) :

,𝑋)ليكن   𝑑)  فضاءً مترياً و لتكن𝐴 ⊆ 𝑋  نقول عن المجموعة ,𝐴  إنها محدودة في الفضاء

,𝑋)المتري  𝑑)  إذا وجد عدد حقيقي موجب𝑀 >  بحيث يحقق أنه : 0

 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ; 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑀 
,𝐗)المسافة بين مجموعتين في فضاء متري -2  𝐝) : 

,𝑋)ليكن  𝑑)  فضاء متري و لتكن المجموعتان𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋  نعرف المسافة بين ,𝐵و𝐴 : بالشكل 

𝑑(𝐴, 𝐵) = inf  {𝑑(𝑥, 𝑦)   ∶ 𝑥 ∈ 𝐴 , 𝑦 ∈ 𝐵} 
,𝐗)المسافة بين عنصر و مجموعة في فضاء متري -3  𝐝) : 

,𝑋)ليكن  𝑑) ة فضاء متري و لتكن المجموع𝐴 ⊆ 𝑋   و𝑥 ∈ 𝑋  عنصراً ما , نعرف المسافة

,{𝑥}بأنها المسافة بين المجموعتين  𝐴و المجموعة  𝑥بين العنصر  𝐴 . 

,𝐗)قطر مجموعة في فضاء متري -4  𝐝): 

,𝑋)ليكن  𝑑) ة فضاء متري و لتكن المجموع𝐴 ⊆ 𝑋 نعرف قطر المجموعة,𝐴 : بالشكل 

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐴) = sup  {𝑑(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴} 
𝑟قولنا أنه يوجد  يكافئمحدودة فهذا  𝐴نتيجة : قولنا أن المجموعة ¶ > 𝐴بحيث يكون  0 ⊆ 𝑁𝑑(𝑎, 𝑟)  

𝑎حيث  ∈ 𝐴 . 

محدودة فهنالك كرة تحوي هذه المجموعة ... و يمكن ان نأخذ نصف قطر  𝐴و هذا يعني أنه إذا كانت 

أي  الكرة هو قطر المجموعة فنضمن بذلك أن المجموعة بأكملها أصغر من الكرة )بالنسبة لعملية الاحتواء(

𝑟 = 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐴) 
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: مثال المزودة بالمسافة المألوفة فنجد حسب التعاريف السابقة : ℝلنأخذ 

𝑑(]1,2[ , [3,5[) = 3 − 2 = 1  

لأنه حسب التعريف نبحث عن أكبر حد أدنى للمسافات بين نقاط المجموعتين و هنا أصغر مسافة هي 

  3و 2المسافة بين 

,]𝑑(]1,4بشكل مشابه نجد أن : ]3,7[) =  لأن المجموعتين متقاطعتين 0

,[𝑑(]1,10و أيضاً  ]10,12[) = 10 − 10 = 0 

}لتكن المجموعة  
1

𝑛
 ∶∈ ℕ}  ٍعندئذ ,𝑑 (0, {

1

𝑛
 ∶∈ ℕ}) = مثال:   0

المعرف بالشكل  𝑑هو تابع مسافة , بمعنى آخر : هل التابع  لمسافة بين مجموعتين 𝑑هل التابع 

 التالي هو تابع مسافة ؟؟ :

𝑑: 𝑃(𝑋) × 𝑃(𝑋) → ℝ 

(𝐴, 𝐵) ⟼ 𝑑(𝐴, 𝐵) 
ذا لا ليس تابع مسافة ... لعدم تحقق الشرط الثاني من شروط تابع المسافة و الذي ينص على أنه إ 

 انعدمت المسافة بين عنصرين تساوى هذان العنصران ...

هذا غير محقق هنا لأنه يوجد عناصر )مجموعات( البعد بينها معدوم إلا أنها غير متساويين و خذ مثلاً و 

 :على ذلك أي مجموعتين متقاطعتين فستجد أنه 

∀𝐴, 𝐵 ∈ 𝑃(𝑋) ∶ 𝐴 ≠ ∅  , 𝐵 ≠ ∅    , 𝐴 ≠ 𝐵 ∶ 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅ ⇒ 𝑑(𝐴, 𝐵) = 0 

,𝑋)ليكن :المتتاليات في فضاء متري  𝑑) : فضاء متري , نعرف المتتالية في هذا الفضاء بأنها التابع  

لاحظ أنه عندما اخترنا نصف 

قطر الكرة هو قطر 

المجموعة كاملاً سنضمن أن 

المجموعة كلها محتواة في 

الكرة المختارة )و التي 

 𝐴)من  𝑎مركزها عنصراً 
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𝑓: ℕ → 𝑋 

     𝑛 ⟼ 𝑓(𝑛) = 𝑎𝑛 
 .𝑛∈ℕ{𝑎𝑛}و نرمز لها 

,𝑋)في فضاء متري  𝑛∈ℕ{𝑎𝑛}نقول عن المتتالية تق ارب متتالية في فضاء متري : 𝑑)  إنها متقاربة من  

𝑎 ∈ 𝑋 : إذا تحقق أحد الشرطين المتكافئين التاليين 

1- ∀𝜀 > 0; ∃𝑛0 ∈ ℕ ∶ ∀𝑛 ≥ 𝑛0 ⟹ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎) < 𝜀  
و  𝜀أصغر من  𝑎و  𝑎𝑛بحيث تصبح المسافة بين  𝑛0موجب يوجد دليل مناسب  𝜀)من أجل كل 

𝑛ذلك عندما  ≥ 𝑛0) 

𝑏𝑛 التي حدها العام الحقيقيةالمتتالية  -2 = 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎)  متقاربة من الصفر فيℝ. 
 في أي فضاء متري نهاية المتتالية المتقاربة وحيدة مبرهنة  : 

,𝑎 عنصرين متقاربة من 𝑛∈ℕ{𝑎𝑛}فرض متتالية سنالبرهان:   𝑎′ ∈ 𝑋  و ما علينا إلا فكرة البرهان : 

𝑎إثبات أنّ  = 𝑎′  , و من أجل ذلك سنثبت أن𝑑(𝑎, 𝑎′) = ,𝒅(𝒂و هذا يكافئ أنّ  0 𝒂′) < 𝛆  مهما(

𝜀تكن  >  :(  , لنبدأ 0

𝑎متقاربة من  𝑛∈ℕ{𝑎𝑛}بما أن  ∈ 𝑋 :ّفهذا يعني أن 

∀𝜀 > 0,
𝜀

2
> 0 ; ∃𝑛1 ∈ ℕ ∶ ∀𝑛 ≥ 𝑛0 ⟹ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎) <

𝜀

2
 

′𝑎متقاربة من  𝑛∈ℕ{𝑎𝑛}و أيضاً بما أن  ∈ 𝑋 :ّفهذا يعني أن 

∀𝜀 > 0,
𝜀

2
> 0 ; ∃𝑛2 ∈ ℕ ∶ ∀𝑛 ≥ 𝑛0 ⟹ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎′) <

𝜀

2
 

 الآن , و بالاستفادة من متراجحة المثلث :

𝑑(𝑎, 𝑎′) ≤ 𝑑(𝑎, 𝑎𝑛) + 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎′) <
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀  , ∀𝑛 ≥ 𝑛0 = max{𝑛1, 𝑛2} 

,𝑑(𝑎و لكن المقدار  𝑎′)  مستقل عن𝑛0  :إذاً نخلص إلى أنه ,∀𝜀 > 0 ; 𝑑(𝑎, 𝑎′) < 𝜀 ⇔ 𝑎 = 𝑎′ 
 و بذلك يتم المطلوب. 
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المتتالية الكوشية : إنها كوشية )متتالية كوشي( إذا تحقق أن : 𝑛∈ℕ{𝑎𝑛}نقول عن المتتالية  

∀𝜀 > 0 ; ∃𝑛0: ∀𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0 ⟹ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎𝑚) <
𝜀

2
 

 كل متتالية متقاربة تكون كوشية  مبرهنة :

𝑎متقاربة من  𝑛∈ℕ{𝑎𝑛}بفرض أن  طريقة أولى :   ∈ 𝑋  : ٍالبرهان : عندئذ

∀𝜀 > 0 ; ∃𝑛0 ∈ ℕ ∶ ∀𝑛 ≥ 𝑛0 ⇒ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎) < 𝜀 
,𝑛و ليكن  𝑚 ≥ 𝑛0 :ٍعندئذ 

𝑑(𝑎𝑛, 𝑎𝑚) ≤ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎) + 𝑑(𝑎𝑚 , 𝑎) <
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀 

𝑎متقاربة من  𝑛∈ℕ{𝑎𝑛}لتكن المتتالية  طريقة ثانية : ∈ 𝑋   حدها عندئذٍ و لتكن المتتالية الحقيقية التي

𝑏𝑛العام  = 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎)  ّعندئذٍ و لأنها متقاربة يتحقق أن 

∀𝜀 > 0 ; ∃𝑛0 ∈ ℕ ∶ ∀𝑛 ≥ 𝑛0 ⇒ |𝑏𝑛 − 0| <
𝜀

2
 

,𝑛و ليكن  𝑚 ≥ 𝑛0 :ٍعندئذ 

𝑑(𝑎𝑛, 𝑎𝑚) ≤ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎) + 𝑑(𝑎𝑚 , 𝑎) = 𝑏𝑛 + 𝑏𝑚 <
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀 

 كل متتالية متقاربة في فضاء متري تكوت محدودة. مبرهنة :

𝑎متتالية متقاربة من  𝑛∈ℕ{𝑎𝑛}بفرض أن   ∈ 𝑋 : البرهان : و هذا يكافئ

∀𝜀 > 0 ; ∃𝑛0 ∈ ℕ ∶ ∀𝑛 ≥ 𝑛0 ⟹ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎) < 𝜀 
𝑀و لنبرهن على وجود  > ,𝑛∀يحقق أن :  0 𝑚 ∈ ℕ ∶ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎𝑚) < 𝑀  

𝜀لنأخذ مثلاً  =  فنجد أن : 1

∃𝑛0 ∈ ℕ ∶ ∀𝑛 ≥ 𝑛0 ⟹ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎) < 1 

,𝑛ليكن  𝑚 ∈ ℕ : و لنميز الحالات التالية 
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,𝑛إذا كان  - أ 𝑚 ≥ 𝑛0 : عندها يكون𝑑(𝑎𝑛, 𝑎𝑚) ≤ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑎) + 𝑑(𝑎𝑚 , 𝑎) < 1 + 1 = 2 
,𝑛إذا كان  - ب 𝑚 < 𝑛0  عندها نأخذ𝐿 = max{𝑑(𝑎𝑖 , 𝑎𝑗) ∶ 1 ≤ 𝑖, 𝑗 < 𝑛0} : فيكون 

𝑑(𝑎𝑛, 𝑎𝑚) ≤ L 
𝑚إذا كان  - ت ≥ 𝑛0 , 𝑛 < 𝑛0 : عندئذٍ يكون 

𝑑(𝑎𝑛, 𝑎𝑚) ≤ 𝑑(𝑎𝑛, 𝑛0) + 𝑑(𝑎𝑛0
, 𝑎𝑚) ≤ 𝐿 + 1 

0و لنختار عدد يناسب جميع الحالات السابقة فنأخذ  < 𝑀 = 𝐿 +  فيكون :  2

𝑑(𝑎𝑛, 𝑎𝑚) < M   , ∀𝑛, 𝑚 ∈ ℕ 

 انتهت المحاضرة 

نذير تيناوي –شهناز طاطيش  –عبد الرحمن البحش إعداد:  

 

:  مجموعة السنة الأولى
طلاب كلية العلوم قسم 

الرياضيات في جامعة دمشق 
2017 

 :مجموعة السنة الثانية 
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