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 هدى الشماطدكتور المادة:  ◄

   تطبيقات الحساب التفاضليعنوان المحاضرة :                            عشر ثانيةلاالمحاضرة ◄      

 أهلاً بكم أصدقائي سندرس في هذه المحاضرة :  :المحتوى العلمي 

 مستقلة(نظرية القيمة الوسطى )لتابع لمتغير واحد , و من ثم لعدة متغيرات   -1

 نظرية تايلور لنشر الدوال ) تابع لمتحول واحد , و من ثم تابع لعدة متحولات(-2

 نظرية يونغ -3

 مثال يوضح كيفية نشر تابع لمتحول واحد في منشور تايلور-4

 تطبيقات الحساب التفاضلي للدوال الحقيقة التابعة لعدة متغيرات:

 نظرية القيمة الوسطى لمتغير واحد:

:φلتكن  [𝑎, 𝑏] → ℝ 

,𝑎[للاشتقاق على  ةقابل 𝑏[ في النقاط المحيطية هي  ةومستمرa,b   من[𝑎, 𝑏]نوجد دئذ  عن: 

μ ∈]𝑎, 𝑏[ ;  𝜑(𝑏) − 𝜑(𝑎) = (𝑏 − 𝑎)𝜑′(𝜇) 

𝑎تحقق إما  μحيث  < 𝜇 < 𝑏 

𝜇أو  = 𝑎 + 𝜃(𝑏 − 𝑎)  0حيث < 𝜃 < 1 

 :نظرية التعميم 

:𝑓لتكن  𝐷 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ 

𝑐)ولتكن  مجموعة مفتوحة 𝐷حيث  + ℎ) 𝜖 𝐷وC ,  القطعة المستقيمة الواصلة بينهما و بفرض أن

  Dمحتواة في 

فإذا كانت المشتقات الجزئية من المرتبة الأولى 
∂𝑓

𝜕𝑥𝑖
𝑖بحيث   = 1,2,3, … , 𝑛   مستمرة علىD : فإن 

𝑓(𝑐 + ℎ) − 𝑓(𝑐) =∑ℎ𝑖
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑐 + 𝜃ℎ)

𝑛

𝑖=1

 

0حيث  < 𝜃 < 1 

 4التحليل  
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  فنضع :جديدة الرموز اليمة بنربط الرموز القدو ل

𝑐 + ℎ = 𝑏   ,   𝑐 = 𝑎          :  عندئذ 

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎) =∑(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖)
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
(𝑎𝑖 + 𝜃(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖)) 

𝑛

𝑖=1

 

0حيث  < 𝜃 < 1 

 

 :مبرهنة

:𝑓لتكن  𝐷 ⊆ ℝ𝑛 → ℝ  حيث𝐷  ومترابطةمجموعة مفتوحة, 

تحقق أن : ولى مستمرة والمشتقات الجزئية من المرتبة الأو
∂𝑓

𝜕𝑥1
=

∂𝑓

𝜕𝑥2
, . . =

∂𝑓

𝜕𝑥𝑛
= 0  

  .ثابتة 𝑓 تكون الدالة عندئذ  

 البرهان:

,𝑎ليكن  𝑏 ∈ 𝐷  وبما أن𝐷   مجموعة مترابطة فيمكن الوصل بين𝑎, 𝑏  بخط مضلع يقع بأكمله في𝐷 

,𝐿1 وليكن هو 𝐿2, . . … , 𝐿𝑛رؤوسه هي: , و  
𝑐0 = 𝑎    ,   ⏟

𝐿1

 𝑐1     ,    ⏟
𝐿2

 𝑐2 , . … . . , 𝑐𝑛−1       ,    ⏟  
𝐿𝑛

𝑐𝑛 =  𝑏 

,𝑎 النقطتين  المعممة علىالوسطى رية القيمة نطبق نظول 𝑐1: 

              𝑓(𝑐1) − 𝑓(𝑎) = ∑ (𝑐𝑖
1 − 𝑎𝑖)

𝑛
𝑖=1

∂𝑓

𝜕𝑥𝑖
 (𝑎 + 𝜃(𝑐1 − 𝑎)) = 0 

 لأن المشتقات معدومة 

⇒  𝑓(𝑐1) = 𝑓(𝑎)   

𝑓(𝑐1)أن نبرهن وبنفس الطريقة  = 𝑓(𝑐2) نجد أن  وهكذا: 

𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑐1) = 𝑓(𝑐2) =. . … . . = 𝑓(𝑐𝑛) = 𝑓(𝑏) 

 )) الصورة نفسها لأجل أي عنصرين من المنطلق .. فهي دالة ثابتة(( دالة ثابتة. 𝑓أي أن 

 نظرية تايلور لمتغير واحد:

 ليكن 

𝜑:𝐷 ⊆ ℝ → ℝ 

[𝑥0, 𝑥0 + ℎ] ⊆ 𝐷    وليكن  

𝑚من المرتبة  Dمشتقات مستمرة على  𝜑ن لـو لنفرض أ + , 𝐷مستمرة في النقاط المحيطية في  𝜑و  1

:  عندئذ 

,𝑐1الرمز  𝑐2 ,,  لا نقصد

بها قوة و إنما ترقيم و كتبناه 

في الأعلى لأننا سنضع دليلاً 

 ي الأسفل بعد قليلآخر ف
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𝜑(𝑥0 + ℎ) − 𝜑(𝑥0) =
𝜑′(𝑥0)

1!
ℎ +

𝜑′′(𝑥0)

2!
ℎ2+. . . …+

𝜑(𝑚)(𝑥0)

𝑚!
ℎ𝑚 + 𝑅𝑚+1 

 :غتين التاليتين يبإحدى الص , و يعطىتايلور   باقي 𝑅𝑚+1حيث 

 صيغة لاغرانج: (1

𝑅𝑚+1 =
𝜑(𝑚+1)(𝑥0 + 𝜃ℎ)

(𝑚 + 1)!
ℎ𝑚+1  ; 0 < 𝜃 < 1 

 صيغة كوشي:  (2

𝑅𝑚+1 =
ℎ𝑚+1

(𝑚 + 1)!
 (1 − θ′)𝜑(𝑚+1)(𝑥0 + 𝜃

′ℎ)    ; 0 < 𝜃′ < 1 

 الواحد والصفر . نهي دالة بتغير قيمتها بي ′𝜃حيث 

 

       نظرية تايلور لمتغيرين:

:𝑓كن             تل 𝐷 ⊆ ℝ2 → ℝ 

,𝑎)ولتكن النقطتين  𝑏), (𝑎 + ℎ⏟  , 𝑏 + 𝑘⏟  
𝑥

) ∈ 𝐷 في محتواة الواصلة بينهما  و القطعةD  والمشتقات
𝑦

𝑚المرتبة  حتى الجزئية  + 𝑚 )بما فيها 1 +   Dموجودة ومستمرة على  ( 1

  لتعرف الدالة:و  Dمستمرة في النقاط المحيطية للمجموعة  fو أيضاً الدالة 

𝜑: [0,1] → ℝ 

𝑡 ↦ 𝜑(𝑡) = 𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ⏟  
𝑥(𝑡

, 𝑏 + 𝑡𝑘⏟  
) 𝑦(𝑡

) 
)

 … tبالنسبة ل  φنشتق 

𝑑𝜑

𝑑𝑡
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎 + 𝑡ℎ, 𝑏 + 𝑡𝑘)

𝜕𝑥

𝜕𝑡
+
𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎 + 𝑡ℎ, 𝑏 + 𝑡𝑘)

𝜕𝑦

𝑑𝑡
 

= ℎ
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑎 + 𝑡ℎ, 𝑏 + 𝑡𝑘) + 𝑘

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑎 + 𝑡ℎ, 𝑏 + 𝑡𝑘) 

 ةمختلطال و بالتالي تكون المشتقات المشتقات الجزئية موجودة ومستمرةنشتق مرة أخر و بملاحظة أن 

  ة :متساوي

𝑑2𝜑

𝑑𝑡2
 = ℎ2

𝜕𝑓

𝜕𝑥2
+ 2𝑘ℎ

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑘2

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
= (ℎ

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑦
)
2

𝑓(𝑥, 𝑦) 

𝑝لنفرض أن  > 2 

لأن استنتاج نوهت الدكتورة 

حولين صيغة تايلور لتابع لمت

غير مطلوبة و الأهم هو حفظ 

دستور تايلور لتطبيقه في 

 لتمارين نشر الدوا
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𝑑𝑝𝜑

𝜕𝑡𝑝
= ℎ𝑝

𝜕𝑝𝑓

𝜕𝑥𝑝
+
𝑝ℎ𝑝−1𝑘

1!

𝜕𝑝𝑓

𝜕𝑥𝑝−1𝜕𝑦
+
𝑝(𝑝 − 1)ℎ𝑝−2𝑘2

2!

𝜕𝑝𝑓

𝜕𝑥𝑝−2𝜕𝑦2
+. . . +𝑘𝑝

𝜕𝑝𝑓

𝜕𝑦𝑝
  

= (ℎ
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑦
)
𝑝

𝑓(𝑎 + 𝑡ℎ, 𝑏 + 𝑡𝑘) . . … (∗∗) 

𝑥0لعودة الى نشر تايلور بمتغير واحد بحيث نأخذ با = 0 , ℎ =  نعوض: 1

𝑓(𝑥0 + ℎ) − 𝑓(𝑥0) =
𝑓′(𝑥0)

1!
ℎ +

𝑓′′(𝑥0)

2!
ℎ2+. . . …+

𝑓(𝑚)(𝑥0)

𝑚!
ℎ𝑚 + 𝑅𝑚+1 

𝑅𝑚+1 =
𝜑(𝑚+1)(𝜃)

(𝑚 + 1)
 ,0 < 𝜃 < 1         ∶  حيث

𝜑(1) − 𝜑(0) = ∑  

𝑚

𝑛=1

1

𝑛!
𝜑(𝑛)(0) + 𝑅𝑚+1 

 و التي تنص على أنه إذا كان: ة ** نظرية تايلور لمتغيرينوهكذا نكون قد وجدنا باستخدام العلاق

𝑓:𝐷 ⊆ ℝ2 → ℝ 

,𝑎)ولتكن  𝑏)𝜖𝐷  و(𝑎 + ℎ, 𝑏 + 𝑘) بينهما من  والقطعة المستقيمة الواصلة𝐷  والمشتقات الجزئية من

𝑚المرتبة  +  فإن 𝐷بما فيها موجودة ومستمرة على  1

 𝑓(𝑎 + ℎ, 𝑏 + 𝑘) − 𝑓(𝑎, 𝑏) = ∑
1

𝑛!
(ℎ

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑦
)
𝑛
𝑓(𝑎, 𝑏) + 𝑅𝑚+1

𝑚
𝑛=1 

 𝑅𝑚+1 =
(ℎ

𝜕

𝜕𝑥
+𝑘

𝜕

𝜕𝑦
)
𝑚+1

(𝑚+1)!
𝑓(𝑎 + 𝜃ℎ, 𝑏 + 𝜃𝑘)   ,0 < 𝜃 < 1     ∶  باقي تايلور حيث 

∞→𝑅𝑚+1𝑚جميع المراتب موجودة وكانت  𝑓ملاحظة : إذا كانت المشتقات الجزئية و  →  ومنه   0

𝑓(𝑎 + ℎ, 𝑏 + 𝑘) − 𝑓(𝑎, 𝑏) = ∑
1

𝑛!
(ℎ
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑦
)
𝑛

𝑓(𝑎, 𝑏)

∞

𝑛=1

 

,𝑎)فإننا ندعوه بمنشور تايلور في جوار  𝑏) 

𝑅𝑚+1𝑚( مع ذكر 1أنها تريد القانون ) وقد نوهت الدكتورة → 0 

 نظرية يونغ:

 التالي: شكلدالة تحقق الشروط الواردة بنظرية تايلور لمتغيرين فإن باقي تايلور يعطى بال 𝑓إذا كانت 

𝑅𝑚+1 =
(ℎ
𝜕
𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕
𝜕𝑦
)
(𝑚+1)

(𝑚 + 1)!
𝑓(𝑎, 𝑏) + 𝜇(ℎ, 𝑘)√ℎ2 + 𝑘2 

,μ(ℎحيث  𝑘) لة حقيقة تحقق دا 
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lim
(ℎ,𝑘)→(0,0)

𝜇 = 0                

 

  :مثال 

𝑓:ℝلدالة                   ل  (0)أثبت أن منشر في جوار  → ℝ 

𝑥 ↦ 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 sin 𝑥 
 يعطى بالدستور :

𝑒𝑥 sin 𝑥 = ∑
(√2)

𝑛
sin
𝑛𝜋
4

𝑛!
𝑥𝑛

∞

𝑛=1

 

  الحل:

 𝑓(0) = 0 

𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 sin 𝑥 + 𝑒𝑥 cos 𝑥 = 𝑒𝑥(sin 𝑥 + cos 𝑥) 

= √2𝑒𝑥

(

 
 1

√2⏟

cos (
𝜋
4)

sin 𝑥 +
1

√2⏟

sin(
𝜋
4)

cos 𝑥

)

 
 

 

 

⟹ 𝑓′(𝑥) = √2𝑒𝑥 (cos
𝜋

4
sin 𝑥 + sin

𝜋

4
cos 𝑥) 

⟹ 𝑓′(𝑥) = √2𝑒𝑥 sin (𝑥 +
𝜋

4
) 

⇒ 𝑓′(0) = √2 sin
𝜋

4
 

 بأسلوب مماثل 

𝑓′′(𝑥) = √2𝑒𝑥 [sin (𝑥 +
𝜋

4
) + cos (𝑥 +

𝜋

4
)] 

⇒ 𝑓′′(𝑥) = (√2)
2
𝑒𝑥 sin(𝑥 +

2𝜋

4
) 

𝑓′′(𝑥) = √2𝑒𝑥 [sin (𝑥 +
𝜋

4
) + cos (𝑥 +

𝜋

4
) ] 

 

= (√2)
2
𝑒𝑥 sin(𝑥 +

2𝜋

4
) 
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⇒ 𝑓′′(0) = (√2)
2
sin
2𝜋

4
 

 بنفس الطريقة:

𝑓′′′(𝑥) = (√2)
3
𝑒𝑥 sin (𝑥 +

3𝜋

4
)  ⇒ 𝑓′′′(0) = (√2)

3
sin
3𝜋

4
 

𝑒𝑥 sin 𝑥 = 0 +
√2 sin

𝜋
4

1!
𝑥 +

(√2)
2
sin
2𝜋
4

2!
𝑥2+. .… . . +

(√2)
𝑛
sin
𝑛𝜋
4

𝑛!
𝑥𝑛

= ∑
(√2)

𝑛
sin
𝑛𝜋
4

𝑛!
𝑥𝑛

∞

𝑛=1

 

 هل المتسلسلة متقاربة ؟؟

 نطبق )دالا امبير( 

lim
𝑛→∞

|
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛
| = lim

𝑛→∞
|
(√2)

𝑛+1
sin (

(𝑛 + 1)𝜋
4

) 𝑥𝑛+1

(𝑛 + 1)!

𝑛!

(√2)
𝑛
sin
𝑛𝜋
4
𝑥𝑛
| 

= lim
𝑛→∞

|
√2 𝑥

𝑛 + 1

sin
(𝑛 + 1)𝜋
4

sin
𝑛𝜋
4

| = |𝑥| lim
𝑛→∞

sin
(𝑛 + 1)𝜋
4

sin
𝑛𝜋
4
(𝑛 + 1)

= 0 , ∀𝑥 ∈ 𝑅 

 

 
sin

(𝑛+1)𝜋

4

sin
𝑛𝜋

4

 و بالتالي  (قيمة محدودة  (

−∞ < 𝑥 < ∞ 

[فالمتسلسلة دوماً متقاربة ومجال التقارب هو  − ∞,+∞[. 

 أخرى :  نطبق دستور نصف قطر التقارب :طريقة 

𝜌 = lim
𝑛→∞

𝑠𝑖𝑛 (
𝑛𝜋
4
) (√2)

𝑛 

𝑛!

𝑠𝑖𝑛 (
(𝑛 + 1)𝜋
4

) (√2)
𝑛+1

(𝑛 + 1)!

= lim
𝑛→∞

1

√2
(𝑛 + 1) sin (

𝑛𝜋

4
) = ∞ 

𝜌قطر التقارب نصف  = [و بالتالي مجال التقارب هو  ∞ − ∞,+∞[ 

نذير تيناوي –سندس العص –منى شغل إعداد:  


